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Chapter 1
Introduzione
La reazione di fusione protone-protone in deutone
p+ p→ d+ e+ + νe , (1.1)
e` il processo piu` fondamentale della nucleosintesi stellare: e` la prima reazione
nella catena di conversione dell’idrogeno in elio, che e` la principale sorgente
per la produzione di energia e di neutrini nelle stelle della sequenza principale.
Poiche` l’energia termica nelle stelle della sequenza principale e` dell’ordine del
keV, e poiche` a queste energie non si puo` investigare questa reazione dal punto
di vista sperimentale, la sezione d’urto puo` essere studiata solo dal punto di
vista teorico. Esiste una lunga serie di studi di questa reazione a partire
dal lavoro pioneristico di Bethe and Critchfield [1]. Si veda, per esempio, la
Ref. [2] per una review degli studi teorici.
Il calcolo della sezione d’urto della reazione di fusione richiede il calcolo















dove Jh(x) e` l’operatore di corrente “adronica” e J `(x) quello di corrente
leptonica, tra lo stato iniziale (la funzione d’onda di stato di scattering Ψpp)
e finale (la funzione d’onda di stato legato Ψd). Le funzioni d’onda sono cal-
colate risolvendo l’equazione di Schroedinger con un determinato potenziale
di interazione V tra i due nucleoni.
I precedenti studi di questa reazione erano stati effettuati usando la teo-
ria “standard” della Fisica Nucleare, usando cioe` modelli di potenziale V e
corrente adronica Jh(x) basati sullo scambio di mesoni [2]. Questi modelli
pero` avevano delle criticita`, in particolare 1) la trattazione non consistente
di V e Jh(x), entrambi costruiti con modelli “ad hoc”, 2) l’ impossibilita` di
includere in maniera sistematica i vari contributi.
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In questo lavoro di Tesi il processo (1.1) e` stato studiato a energie dell’ordine
del keV tramite l’utilizzo di un nuovo approccio, e cioe` della teoria effettiva
di campo (EFT) basato sulla simmetria chirale. L’EFT era gia` stata usata
in passato per la costruzione di Jh(x) [3], ma le applicazioni alla fusione pp
erano state limitate a considerare funzioni d’onda derivate da potenziali V
derivati in maniera non consistente [4].
L’utilizzo dell’EFT permette di superare queste due criticita` dei cal-
coli precedenti, in particolare ora e` possibile sia una trattazione consistente
dell’interazione forte e debole tra i due nucleoni e sia la possibilita` di in-
cludere in maniera sistematica i vari contributi usando la cosiddetta “teoria
delle perturbazioni chirali” (ChPT) [5]. Quest’ultimo metodo e` basato sul
considerare come parametro di espansione piccolo la quantita` Q/Λχ, dove Q
e` il tipico momento dei nucleoni e Λχ la tipica scala delle interazioni forti
Λχ ≈ 1 GeV. Nel caso della reazione in esame, i nucleoni nello stato iniziale
hanno sicuramente un momento molto piccolo. Inoltre, il deutone e` uno
stato debolmente legato e quindi gli impulsi medi dei nucleoni sono anch’essi
da considerarsi piccoli rispetto a Λχ. Ci possiamo quindi aspettare che per
questa reazione la ChPT converga assai rapidamente, come effettivamente
abbiamo verificato.
Le funzioni d’onda iniziali e finali saranno determinate risolvendo l’equazione
di Schroedinger con le opportune condizioni al contorno, usando un poten-
ziale V derivato dall’EFT. La corrente Jh(x) sara` anch’essa determinata
dall’EFT, considerando i vari processi che possono contribuire. In principio
esistono un numero infinito di processi, ma usando il metodo della CHPT si
riesce ad identificare l’ordine di grandezza (Q/Λχ)
ν di ogni singolo processo,
dove l’esponente ν e` sempre un numero intero che non e` mai piu` piccolo di
un valore νmin (per il nostro caso νmin = −3). Inoltre, per un dato ν ≥ νmin
esistono un numero finito di processi che possono contribuire. E` quindi possi-
bile organizzare il calcolo tenendo conto all’inizio solo i processi con ν = νmin
(calcolo al “lowest order” – LO), poi quelli con ν = νmin + 1, ecc.
Questo lavoro di Tesi e` strutturato come segue:
• Nel Capitolo 2 daremo una breve introduzione alla EFT, e discuteremo
i termini lagrangiani di interazione con i quali costruire V e Jh(x).
• Nel Capitolo 3 mostreremo come dalla riduzione non relativistica delle
ampiezze di transizione NN → NN e NN → NNe+νe e` possibile
ricavare rispettivamente un potenziale nucleare non relativistico e gli
operatori EFT di corrente nucleare.
• Nel Capitolo 4 discuteremo come ottenere le funzioni d’onda di stato
legato e del continuo del sistema di due nucleoni
7• Nel Capitolo 5 verra` ricavata la formula per la sezione d’urto del pro-
cesso di fusione pp e verra` discusso il metodo per il calcolo degli elementi
di matrice. Inoltre si riporteranno e discuteranno i risultati ottenuti per
il fattore astrofisico della reazione (1.1).
• Nel Capitolo 6 si riporteranno le conclusioni e le prospettive del presente
studio.
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Chapter 2
Teoria effettiva di campo
Le teorie effettive di campo (EFT) sono diventate uno strumento popolare
nella fisica delle particelle elementari e nucleare. Una teoria effettiva di
campo differisce da una teoria fondamentale poiche` ha validita` a basse en-
ergie (rispetto a una opportuna scala di riferimento) e usa come parametro
di espansione il rapporto energia/scala caratteristica. L’espansione a un dato
ordine e` specificata da un numero finito di costanti di accoppiamento (questo
consente per esempio una rinormalizzazione ordine per ordine). Tutte le os-
servabili sono parametrizzate in termini di queste costanti cos`ı da avere una
serie di previsioni per una serie di processi. Ovviamente, a una certa energia
questa teoria effettiva non e` piu` valida e bisogna cercare una migliore teoria
per alte energie (che a sua volta sara` una teoria effettiva di qualche teoria
fondamentale). Un tipico esempio riguarda la descrizione del processo di urto
fotone - fotone. Questo processo fu studiato da Euler e Heisenberg che con-
siderarono lo scattering fotone - fotone a energie molto basse, ω << me, con
ω l’energia del fotone e me la massa dell’elettrone [6]. Per calcolare l’ampiezza
di scattering non c’e` bisogno di usare la Quantum Electrodynamics (QED)
ma basta considerare la Lagrangiana effettiva
Leff = a( ~E
2 − ~B2) + b
[
( ~E2 − ~B2)2 + 7( ~E · ~B)2
]
+ . . . . (2.1)





. Se non si conoscesse la QED si potrebbe ricorrere ad almeno due
dati sperimentali di urto fotone-fotone per determinarli. Poiche´ l’energia del
fotone e` piccola i campi elettromagnetici sono lentamente variabili. Dall’Eq.
(2.1) si nota che le correzioni al primo termine sono soppresse di un fattore
(ω/me)
4. Un semplice conto permette di ricavare la sezione d’urto σ(ω) ∼
ω6/m8e. Lo stesso risultato puo` essere ottenuto usando la teoria della QED
[7] ma il conto risulta molto piu` complicato.
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In questo capitolo verra` introdotto il fondamento della moderna teoria
delle forze nucleari, basato sulla teoria di campo effettiva costruita in modo
tale da risultare (quasi) invariante sotto le trasformazioni del gruppo chi-
rale. In Sezione 2.1 vengono introdotte le trasformazioni del gruppo chirale
e la Lagrangiana della QCD dei quarks leggeri che e` (quasi) invariante sotto
questo gruppo di trasformazioni. Successivamente (2.2) si discuteranno le
indicazioni sperimentali che inducono a ritenere questa teoria molto impor-
tante anche per la fisica degli adroni leggeri (in particolare quelli composti
dai quarks u e d). Infine in Sezione 2.3 si discutera` l’EFT per pioni e nucleoni
che useremo nel nostro studio della fusione pp.
2.1 La simmetria chirale e la QCD
La cromodinamica quantistica (QCD) e` la teoria delle interazioni forti. E’
composta dai quarks, i gluoni e le loro interazioni ed e` parte del Modello
Standard. La QCD e` una teoria di campo di gauge non-Abeliana basata
sul gruppo di simmetria SU(3) legata al numero quantico di colore. La
natura non-Abeliana della teoria ha conseguenze notevoli. Infatti mentre
l’interazione tra oggetti colorati e` debole a corte distanze o alto impulso
trasferito (”liberta` asintotica”), essa risulta forte a lunghe distanze (& 1fm)
o basso impulso trasferito, favorendo cos`ı il confinamento dei quarks in sin-
goletti di colore, gli adroni. Conseguentemente, la QCD permette un’analisi
perturbativa ad alte energie, mentre e` altamente non perturbativa nel regime
delle basse energie. La fisica nucleare tratta le basse energie e la forza tra
i nucleoni risulta essere una interazione residua di colore simile alla forza di
van der Waals tra molecole neutre. L’approccio piu` moderno per trattare
questa interazione residua e` nell’ambito di una teoria effettiva di campo. Per
lo sviluppo di una EFT e` fondamentale identificare la separazione delle scale.
Nello spettro adronico, si puo` identificare chiaramente un ampio divario tra
le masse dei pioni e le masse dei mesoni vettoriali, come ρ(770) e ω(782).
Quindi e` naturale definire una soft scale Q ∼ mpi, e la massa della particella
ρ la hard scale, Λχ ∼ mρ, conosciuta anche come la scala di rottura della
simmetria chirale. Quindi e` possibile considerare un’espansione in termini
del rapporto tra la scala soft e quella hard, Q/Λχ. Per quanto riguarda i
gradi di liberta` rilevanti per lo stato fondamentale e lo spettro di eccitazione
a basse energie i quarks e i gluoni sono inefficaci mentre i piu` appropiati sono
i nucleoni e i pioni. Per essere sicuri che questa EFT non sia solo fenomeno-
logica ci deve essere un forte legame con la QCD. Questo legame consiste
nel considerare tutte le simmetrie rilevanti della teoria QCD. Riassumendo
l’EFT consiste dei seguenti step:
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1. identificare la soft scale e la hard scala e i gradi di liberta` appropriati
per la fisica nucleare a basse energie.
2. identificare le simmetrie rilevanti della QCD a basse energie e investi-
gare se e come sono rotte.
3. fare un’espansione in termini del momento trasferito
4. calcolare i diagrammi di Feynman per il problema che si sta con-
siderando con la desiderata accuratezza.
2.1.1 Simmetria chirale
La QCD e` la teoria che descrive le interazioni forti basata sulla simmetria di
gauge SU(3) di colore. Considerando solo i quark di sapore piu` leggeri, u e



























con q i campi dei quarks e M la matrice di massa dei quarks. In Eq.(2.2)





Gµ,a e` la derivata gauge-covariante dei campi dei quark,
Gµ,a(x) sono i campi dei gluoni, λa sono le matrici dei Gell-Mann, cioe` i
generatori del gruppo di gauge di colore nella rappresentazione fondamentale,
e Gµνa (x) sono i tensori di forza del campo gluonico
Gµνa = ∂µGν,a − ∂νGµ,a + gfabcGµ,bGν,c , (2.4)
dove g e` la costante di accoppiamento forte. Le costanti di struttura del
gruppo di gauge SU(3), fabc sono definite dalle proprieta` di commutazione











Come detto, la Lagrangiana (2.2) e` invariante sotto trasformazioni SU(3)
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e che agiscono sui campi dei quark e dei gluoni secondo [18]











La Lagrangiana di QCD esibisce come ”bonus” la simmetria aggiuntiva glob-
ale
U(1)u × U(1)d (2.9)
dove ciascun flavour trasforma come
qf (x)→ q′f (x) = e−iθf qf (x). (2.10)
Dalla simmetria globale data in Eq.(2.9) segue la conservazione del numero
di flavour per ogni flavour. Inoltre, dato che a ciascun quark viene assegnato
il numero barionico 1/3 e a ciascun antiquark −1/3, alla simmetria (2.9)
e` legata la conservazione del numero barionico. Il gruppo di simmetria in
Eq.(2.9) puo` essere ampliato se la matrice di massa M soddisfa opportune
condizioni. Innanzitutto riscrivendo la Lagrangiana in termini degli spinori



























Si considera poi il gruppo di trasformazioni globali U(1)R×U(1)L×SU(2)R×
SU(2)L, che agiscono come
U(1)R : qR(x)→ q′R(x) = e−iΘRqR(x), (2.13)
U(1)L : qL(x)→ q′L(x) = e−iΘLqL(x), (2.14)
SU(2)R : qR(x)→ q′R(x) = e−i~R·~τ/2qR(x) ≡ RqR(x), (2.15)
SU(2)L : qL(x)→ q′L(x) = e−i~L·~τ/2qL(x) ≡ LqL(x), (2.16)
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dove con ~τ abbiamo indicato un vettore che ha per componenti le matrici
di Pauli τa con a = x, y, z. Il gruppo considerato e` isomorfo al gruppo
U(1)V × U(1)A × SU(2)V × SU(2)A:
U(1)V : q(x)→ q′(x) = e−iΘV q(x), (2.17)
U(1)A : q(x)→ q′(x) = e−iγ5ΘAq(x), (2.18)
SU(2)V : q(x)→ q′(x) = e−i~V ·~τ/2q(x) ≡ V q(x), (2.19)
SU(2)A : q(x)→ q′(x) = e−iγ5~A·~τ/2q(x) ≡ Aq(x). (2.20)
Per esempio, le trasformazioni SU(2)V si ottengono dalle SU(2)L×SU(2)R
con la scelta L = R ≡ V , mentre ponendo L = R† ≡ A si ottengono le trasfor-
mazioni SU(2)A. Analogamente ruotare i campi left e right con la stessa fase
equivale alla trasformazione U(1)V , mentre ruotarli con fasi opposte equiv-
ale alla trasformazione U(1)A. Nel caso in cui mu = md la Lagrangiana in
Eq.(2.12) risulta invariante rispetto al gruppo U(1)V ×SU(2)V , Nel caso ulte-
riore in cui mu = md = 0 la Lagrangiana diventa invariante rispetto all’intero
gruppo di trasformazioni globali
G = U(1)V × SU(2)V × SU(2)A × U(1)A. (2.21)
Poiche´ sperimentalmente le masse dei quark u e d risultano molto piccole
rispetto all’ordine di grandezza delle masse adroniche (∼ 1)GeV [8]
mu = 2.5± 0.8MeV, (2.22)
md = 5± 0.9MeV, (2.23)
il termineM puo` essere trascurato in prima approsimazione. Possiamo quindi









Applicando il teorema di Noether per ciascuna delle trasformazioni del gruppo
G alla Lagrangiana in Eq. (2.24), si ottengono rispettivamente le seguenti
correnti [10]
Jµ(x) = q¯(x)γµq(x), (2.25)









Jµ5 (x) = q¯(x)γ
µγ5q(x). (2.28)
Usando le equazioni del moto classiche si puo` far vedere che
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• La corrente Jµ e` sempre conservata, in accordo con la simmetria U(1)V
di conservazione del numero barionico.
• La corrente V µa e` conservata nel caso in cui le masse dei quark up e
down sono uguali, in accordo con la simmetria di isospin SU(2)V .
• Le correnti assiali sono conservate in caso di masse nulle, in accordo
con la simmetria SU(2)A × U(1)A.
In realta`, per quanto riguarda U(1)A, pur rappresentando una simmetria a
livello classico, non lo e` a livello quantistico, in quanto e` rotta da effetti
quantistici (anomalia) [10]. Non ci occuperemo di U(1)A e considereremo il
gruppo chirale
Gχ ≡ U(1)V × SU(2)V × SU(2)A. (2.29)
2.1.2 Rottura esplicita di simmetria
Il termine di massa −q¯Mq nella Lagrangiana della QCD Eq.(2.2) rompe





























Il primo termine nell’ultima equazione e` invariante sotto SU(2)V (simmetria
di isospin) e il secondo termine si annulla se mu = md. L’isospin e` una
simmetria esatta se mu = md. Si parla in questo caso di invarianza U(1)V ×
SU(2)V . Nel caso ulteriore in cui mu = md = 0 la Lagrangiana diventa
invariante rispetto all’intero gruppo di trasformazioni globali
G = U(1)V × SU(2)V × SU(2)A × U(1)A. (2.31)
Comunque, entrambi i termini nella (2.30) rompono la simmetria chirale.
Ma poiche` le masse dei quark up e down [Eq. (2.22) e (2.23)] sono piccole
rispetto alla tipica scala di massa adronica di ∼ 1GeV, la rottura esplicita
della simmetria chirale dovuta alle masse non nulle dei quark e` molto piccola.
Inoltre, come conseguenza delle masse non nulle dei quark, la corrente assiale,
Eq. (2.27) non e` piu` conservata.
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2.1.3 Rottura spontanea di simmetria
Una simmetria continua si dice rotta spontaneamente se la simmetria della
Lagrangiana non e` verificata nello stato fondamentale del sistema. C’e` un’evidenza
che la simmetria chirale (approssimata) della Lagrangiana della QCD sia
rotta spontaneamente per ragioni dinamiche di origine non perturbativa che
non sono pienamente comprese al momento. La prova piu` plausibile e` nello









e` conservata, commuta con l’Hamiltoniana e ha parita` negativa, ci si as-
petta l’esistenza di multipletti degeneri di parita` negativa e positiva. Questi
”doppietti” di parita` non sono osservati in natura. Per esempio consideri-
amo il mesone ρ che e` un mesone vettore con parita` negativa (JP = 1−) e
massa 776MeV. Esiste un mesone 1+, la particella a1, ma ha una massa di
1230MeV e quindi non puo` essere considerato uno stato degenere del mesone
ρ. D’altra parte, il mesone ρ e` presente in tre stati di carica (equivalente-
mente in tre stati di isospin), ρ± e ρ0, con masse che differiscono al piu` di
qualche MeV. Quindi nello spettro adronico la simmetria di isospin SU(2)V
mentre la simmetria assiale e` rotta: in SU(2)R×SU(2)L e` rotta sotto SU(2)A.
Come conseguenza di cio` il vuoto e` invariante sotto trasformazioni vettoriali,
cioe` QVi |0〉 = 0, mentre non vale la stessa cosa per le trasformazioni assiali,
QAi |0〉 6= 0, dove |0〉 denota lo stato di vuoto.
Una simmetria globale rotta spontaneamente implica l’esistenza di bosoni
di Goldstone con gli stessi numeri quantici dei generatori rotti. Questi bosoni
devono avere massa nulla. I generatori rotti sono QAi di Eq. (2.32) che sono
pseudoscalari. I bosoni di Goldstone sono identificati nel tripletto di isospin
dei pioni, il che spiega come mai i pioni siano cos`ı leggeri. Le masse dei pioni
non sono esattamente nulle perche` le masse dei quark up e down non sono
esattamente nulle (rottura esplicita di simmetria). Quindi i pioni riflettono
sia la rottura spontanea che quella esplicita della simmetria. I bosoni di
Goldstone interagiscono debolmente a basse energie e quindi le interazioni
tra di loro tendono a zero nel limite di impulso trasferito nullo e nel limite
chirale (mpi → 0).
2.1.4 Costruzione della Lagrangiana EFT
Per costruire la Lagrangiana effettiva delle interazioni forti si e` soliti usare la
tecnica dei campi esterni poiche` evita complicazioni legate alle proprieta` di
trasformazioni non lineari dei pioni. Gli oggetti fondamentali da considerare
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sono le correnti e le densita` accoppiate con questi campi, secondo le simmetrie
richieste. Le funzioni di Green associate automaticamente obbediscono alle
identita` di Ward attinenti e gli ordini piu` alti nelle derivate possono essere
costruiti sistematicamente. Come abbiamo detto, il gruppo chirale identifica
una simmetria globale della Lagrangiana in Eq.(2.24). E’ conveniente pro-
muovere tale simmetria da globale a locale; cioe` risulta particolarmente utile
nel caso in cui si voglia introdurre dei termini di interazione dei quark con
campi esterni, come ad esempio il campo elettromagnetico. Consideriamo
quindi le trasformazioni (2.13) o (2.17) assumendo che i vari parametri ΘR,
ecc., siano diventati funzioni di x, cioe` ΘR(x), ecc. Affinche´ le trasformazioni
lascino invariata la Lagrangiana si introducono campi esterni hermitiani per
ciascuna delle correnti in Eq. (2.25-2.27)











Si introducono inoltre rispettivamente gli accoppiamenti alle densita` scalare
e pseudoscalare dei quark con i campi esterni s(x) e p(x), che sono matrici
hermitiane nello spazio di isospin e che sono utili, per esempio, per riprodurre
il termine di massa che esprime la rottura esplicita della simmetria chirale.
La Lagrangiana con l’accomppiamento delle correnti chirali ai campi esterni







Le leggi di trasformazione dei campi esterni sotto le operazioni di parita`
P e di coniugazione di carica C seguono imponendo che la Lagrangiana in
Eq.(2.34) sia invariante sotto queste trasformazioni e tenendo conto delle leggi
di trasformazione degli operatori bilineari covarianti che moltiplicano ciascun
campo esterno, si veda Ref.[10]. Imponendo che la Lagrangiana in Eq. (2.34)
sia invariante per trasformazioni locali del gruppo chirale, si trovano le leggi
di trasformazioni dei campi. In particolare, definendo
rµ(x) = vµ(x) + aµ(x), lµ(x) = vµ(x)− aµ(x) (2.35)
e riscrivendo la Lagrangiana in termini delle componenti left e right dei
campi dei quark
L = L0QCD + q¯L(x)γµ(lµ(x) +
1
3




v(s)µ (x))qR(x)− q¯R(x)(s(x) + ip(x))qL(x)− q¯L(x)(s(x)− ip(x))qR(x)
(2.36)
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si trova come devono trasformare i campi affinche´ sia soddisfatta l’invarianza
chirale locale [10]:
rµ(x)→ R(x)rµ(x)R†(x) + iR(x)∂µR†(x), (2.37)
lµ(x)→ L(x)lµ(x)L†(x) + iL(x)∂µL†(x), (2.38)
v(s)µ (x)→ v(s)µ (x)− ∂µΘ(x), (2.39)
s(x) + ip(x)→ R(x) (s(x) + ip(x))L†(x), (2.40)
s(x)− ip(x)→ L(x) (s(x)− ip(x))R†(x), (2.41)
con Θ(x) = 3ΘV (x). Definendo in maniera opportuna i campi esterni e`
possibile ritrovare i termini lagrangiani che descrivono l’interazione debole
tra i quark e i bosoni Z0 e W
± [10]. Notiamo infine che prendendo p = 0 e
s = M si riproduce il termine di massa responsabile della rottura esplicita.
2.2 Evidenze sperimentali
Abbiamo visto che la Lagrangiana che governa le interazioni forti tra quark
u e d, nel limite di massa dei quark nulla, e` invariante sotto le trasformazioni
del gruppo chirale.
Si puo` quindi presumere che questa simmetria giochi un ruolo importante
nella dinamica di nucleoni e pioni. Lo studio di questi sistemi a partire
dall’interazione fondamentale tra i quark e` ancora molto complicato. D’altra
parte in molti processi di fisica nucleare (reazioni di interesse astrofisico e
molte delle reazioni che si possono studiare in laboratorio) si e` interessati a
studiare processi di bassa energia. puo` quindi essere conveniente dal punto
di vista operativo fare una teoria efficace. A questo punto sorge il problema
della Lagrangiana effettiva in termini dei campi dei nucleoni e pioni. Per
questo compito ci faremo guidare da principi di simmetria, in particolare dalle
condizioni imposte dalla simmetria chirale. Prima pero` esporremo alcuni fatti
sperimentali che mostreranno come questa simmetria giochi un ruolo molto
importante nella fisica di bassa energia dei nucleoni e pioni. Nel seguito Ψt(x)
indichera` il campo del nucleone di tipo t (con la convenzione che t = +1/2
indichera` il protone e t = −1/2 indichera` il neutrone). Frequentemente
si usera` anche la notazione Ψ+ 1
2
(x) ≡ Ψp(x) per il campo del protone e
Ψ− 1
2








I campi φ(+)(x), φ(−)(x) e φ(0)(x) indicheranno i campi del pi+,pi− e pi0, rispet-
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, φ3(x) = φ
(0)(x).
(2.43)
Poiche´ [φ(+)(x)]† = φ(−)(x), i campi φi(x), i = 1, 2, 3, sono campi hermitiani.
Il vantaggio di usare questi campi e` dovuto al fatto che sotto trasformazioni
di isospin i φi(x) trasformano come un vettore di isospin. Spesso si usera`
quindi anche la notazione ~φ(x) per indicare i tre campi del pione.
2.2.1 Lunghezza di scattering nucleone-pione
Il termine piu` semplice che descrive l’interazione forte pione-nucleone e’ il
seguente [15] (accoppiamento pseudo-scalare):







che ha le giuste proprieta` di trasformazione sotto Lorentz, ed e` invariante
sotto parita`, coniugazione di carica e sotto trasformazioni di isospin [15].
La costante gpi e` una costante adimensionale. Da questo termine deriva il





















dove M indica la massa del nucleone e m indica la massa del pione (per come
si deriva un potenziale dalla Lagrangiana, si veda il Cap.(3)). Dai numerosi
ed accurati dati sperimentali di urto NN (in particolare dall’analisi degli
sfasamenti “periferici”) sappiamo che vOPEP e` il termine piu` a lungo raggio
dell’interazione NN . Da un fit accurato dei dati sperimentali si e` potuto
anche ricavare il valore della costante gpi con il risultato (gpi)
2/4pi ≈ 13.5 [16],
e quindi gpi ≈ 13.0. Il termine di interazione pione-nucleone LPS descrive
anche l’urto pi −N . A bassissime energie la sezione d’urto del processo
nucleone di tipo t+ pione di tipo i → nucleone di tipo t′ + pione di tipo i′ ,
(2.47)
viene parametrizzata come [17]
σ = 4pi|a+δt,t′δi,i′ + a−ii,i′ ,j(τj)t,t′ |2, (2.48)
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dove a+ e a− sono conosciute come le lunghezze di scattering ”pari” e ”dis-
pari”, rispettivamente. Sperimentalmente si trova [17]:
a− = (0.097± .007)m−1 a+ = (−0.015± .015)m−1. (2.49)





















Come si vede a− e` dell’ordine di grandezza corretto, mentre a+ e` circa 200
volte piu` grande del valore sperimentale. Calcoli agli ordini successivi peg-
giorano notevolmente questa situazione [17]. Due modi possibili per risolvere
questo problema sono:
• la presenza di ulteriori termini nella Lagrangiana che cancellano il con-
tributo di LPS in a+ senza far cambiare il risultato di a−;
• la sostituzione del termine LPS nella Lagrangiana, con un accoppia-
mento di tipo ”4-gradiente”.
Discutiamo brevemente questa seconda possibilita`. In particolare si pro-
pone di sostituire l’accoppiamento pseudo-scalare descritto dalla LPS con il
seguente (accoppiamento pione-nucleone pseudo-vettoriale)
LPV = − f
m
Ψ¯(x)γ5γµ~τ · ∂µ~φ(x)Ψ(x). (2.51)
Anche un termine di interazione pi −N di questo tipo da` luogo al poten-
ziale di OPEP come in Eq. (2.46), assumendo f = m
2M
gpi e quindi f
2/4pi ≈
0.075 (da notare che la costante di accoppiamento f e` molto piu` piccola di
gpi). Inoltre con LPV per l’urto pi −N si trova al secondo ordine che




















tutte e due molto piccole e in accordo ragionevole con i dati sperimentali.
Questo risultato segue essenzialmente dal fatto che la presenza del termine
∂µ~φ(x) in LPV e` proporzionale al 4-impulso del pione. Quindi per impulsi del
pione che vanno a zero, il termine ∂µ~φ(x) contribuisce solo con la componente
temporale (proporzionale ad m). Questo fatto unito all’assunzione che f =
(m/2M)gpi porta il fattore aggiuntivo (m/M)
2 in Eq. (2.52).
Per concludere, la presenza del tipo di interazione data dalla (2.51) rispetto
all’interazione LPS si giustifica assumendo che la Lagrangiana di pioni e nu-
cleoni sia invariante sotto trasformazioni chirali. La simmetria chirale gioca
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quindi un ruolo molto importante nell’interazione forte tra pioni e nucleoni
e in generale per tutta la Fisica Nucleare. L’interazione pione-nucleone e`
soppressa per piccoli impulsi (come si vede dal fatto che le lunghezze di scat-
tering sono piccole rispetto alla loro scala “naturale” ∼ 1/m). Questo fa
s`ı che l’interazione NN , mediata principalmente dai pioni, sia piu` debole e
che quindi le energie di legame dei nuclei (per nucleone) siano dell’ordine di
qualche MeV.
2.2.2 Decadimenti deboli di neutrone e pione e la re-
lazione di Goldberg-Treiman
A livello adronico i decadimenti di neutrone e pione sono presi in consid-
erazione aggiungendo alla densita` di Lagrangiana l’interazione debole, che
per basse energie (la parte derivante dallo scambio del bosone vettore W±)





J (W )µ (x)
]†
J (W )µ(x), (2.53)
con la corrente che viene scritta come una parte leptonica J
(l)




J (W )µ (x) = J
(l)
µ (x) + J
(h)
µ (x). (2.54)
La costante GV ≈ 1.15 × 10−5GeV−2 e` la costante di Fermi, il cui valore
e` stato derivato dallo studio dei decadimenti beta super-permessi [18]. La





dove l corre sui differenti tipi di famiglie di leptoni (elettroni, muoni e leptoni
τ), mentre Ψl(x) e Ψ¯νl(x) sono i campi del leptone di tipo l e del neutrino
della famiglia corrispondente, rispettivamente. La corrente adronica e` invece
molto complicata dal fatto che gli adroni sono sistemi composti da quark.
Dopo molti studi si e` visto che J
(h)
µ (x) puo` essere scritta come [17, 18]
J (h)µ (x) = Vµ(x)− Aµ(x), (2.56)
separata in una parte ”vettoriale” ed in una parte ”assiale”. Piu` precisamente
sotto parita` Vµ(x) si comporta come un 4-vettore mentre Aµ(x) come uno
pseudo-4-vettore. La parte vettoriale e` in stretta relazione con la corrente




Ψ(x), V µ(x) ∼ Ψ¯(x)γµτ+Ψ(x). (2.57)
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(1+ τz)/2 proietta Ψ(x) su Ψp(x). Nella corrente debole l’operatore τ+ porta
a Vµ(x) ∼ Ψ¯p(x)γµΨn(x) che quindi descrive la trasformazione di un neutrone
in una protone. Con l’ulteriore distinzione della corrente elettromagnetica in




(J ISµ (x) + J
IV
µ (x)), (2.58)
J IS(x)µ(x) ∼ Ψ¯(x)γµΨ(x), J IVµ (x) ∼ Ψ¯(x)γµτzΨ(x), (2.59)
e poiche´ τ+ = (τx + iτy)/2, notiamo che J
IV
µ (x) e Vµ(x) sono combinazioni
lineari delle componenti della seguente corrente di isospin,
~Jµ(x) = Ψ¯(x)γµ~τΨ(x). (2.60)
Tenuto conto che la simmetria di isospin e` quasi esatta in fisica nucleare, si as-
sume di solito che la corrente ~Jµ(x) sia conservata (Vector current conservation-
CVC) e che Vµ(x) si possa ricavare dalla J
IV
µ (x) in maniera formale da una
rotazione nello spazio dell’isospin [17]. Poiche´ Jµe.m.(x) e` ben conosciuta per
via dei moltissimi esperimenti effettuati sui nucleoni e pioni con sonde elet-
tromagnetiche (si veda per esempio la Ref.[17]), la corrente Vµ(x) viene ap-
punto determinata dalla parte J IVµ (x) come detto sopra, con una rotazione
nello spazio dell’isospin. La parte assiale della corrente debole invece non e`
cos`ı ben conosciuta e quindi si fa ricorso ai dati sperimentali. In pratica in
prima approssimazione possiamo assumere
Aµ(x) = gAΨ¯(x)γµγ
5τ+Ψ(x) + fpi∂µΦ
(+)(x) + · · · , (2.61)
dove gA e fpi sono costanti da fissare con dati sperimentali, mentre i puntini
stanno ad indicare che ci possono essere (molti) altri termini nell’espressione
di Aµ(x). La costante gA viene fissata per riprodurre il dato sperimentale
della vita media del neutrone, in particolare gA = 1.267±0.01 [15]. Il termine
proporzionale a ∂µφ(x) descrive il decadimento dei pioni carichi in muoni. Il
valore di fpi e` cos`ı fissato dalla vita media dei pioni carichi, e si trova fpi ≈ 92.4
MeV [15]. Questa costante e` conosciuta come la costante di decadimento del
pione. Infine, come osservato da Goldberger e Treiman [19], sembra esistere
una relazione tra i valori delle costanti gpi, gA e fpi e della massa del nucleone,






22 CHAPTER 2. TEORIA EFFETTIVA DI CAMPO
e` verificata al 2%. Questa relazione mette in contatto costanti che entrano
nell’interazione forte (M e gpi) con costanti derivate dall’interazione debole
(gA e fpi) ed e` a prima vista abbastanza difficile da spiegare. Come vedremo
in seguito questa relazione e` una manifestazione della simmetria chirale nella
Lagrangiana degli adroni.
2.2.3 La PCAC
Nel decadimento del pione pi+ → µ++νµ si deve calcolare il seguente elemento
di matrice
〈0|Aµ(x)|pi+; k〉, (2.63)
dove |pi+; k〉 e` lo stato di un pione di 4-impulso kµ. L’elemento di matrice
(2.63) e` un 4-vettore di Lorentz e deve essere proporzionale a kµ, essendo
l’unico 4-vettore a disposizione. Quindi essendo tale elemento di matrice
anche invariante sotto traslazioni si avra`:
〈0|Aµ(x)|pi+; k〉 = ikµfpi(k2)e−ik·x, (2.64)
dove fpi(k
2) esprime una possibile generica dipendenza da k2 = kµkµ (detto
anche fattore di forma del pione). Per pioni liberi (“on-mass-shell”) k2 = m2.
Confrontando con l’Eq. (2.61), si puo` vedere che fpi(m
2) ≡ fpi, la costante di
decadimento del pione. Dalla definizione (2.64) si puo` dedurre che
〈0|∂µAµ(x)|pi+; k〉 = m2fpie−ik·x, (2.65)
Se la massa del pione fosse 0, ∂µAµ(x) = 0 e la corrente assiale sarebbe




conosciuta come ipotesi di “parziale conservazione della corrente assiale”
(PCAC) [20]. Negli anni 60 lo studio di processi con pioni di bassa ener-
gia, portarono alla “scoperta” di uguaglianze che mettevano in relazione la
probabilita` di emissione di n + 1 pioni “soft” (cioe` di bassa energia), con
la probabilita` di emissione di n tali pioni. Queste identita` erano conosciute
come i “soft pion theorems”. Questi teoremi si possono ricavare assumendo
valida la relazione (2.66) [20]. Anche la relazione di PCAC e` strettamente
legata alla simmetria chirale nelle Lagrangiana adronica.
2.2.4 Lunghezza di scattering pione-pione
Infine, recentemente c’e` stato un notevole sforzo per riuscire a misurare la
lunghezza di scattering pione-pione. Gli ultimi risultati sono stati forniti
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dagli esperimenti E865 di Brookhaven [21] e NA48 del CERN [22], che com-
binati con altri esperimenti hanno fornito il risultato apipi = 0.217± 0.01m−1pi .
L’importanza di questo dato sperimentale e` legato al fatto che la stima teor-
ica basata sulle Lagrangiana chirale puo` essere effettuata senza parametri
liberi. Il calcolo piu` completo [23] (all’ordine N2LO) fornisce la stima di
apipi = 0.220 ± 0.005m−1, dove l’errore teorico e` legato all’incertezza nella
conoscenza dei parametri fpi, ecc. Quindi il buon accordo tra il dato speri-
mentale e la stima teorica e` un test veramente importante della teoria.
2.3 La teoria efficace di campo
Come gia` detto, la descrizione degli adroni e delle loro interazioni in ter-
mini dei loro costituenti fondamentali, i quark, risulta alquanto complicata,
principalmente a causa del fatto che l’interazione tra quark e gluoni e` molto
intensa a basse energie, e cio` impedisce qualsiasi trattamento di tipo per-
turbativo di espansione in termini di una costante di accoppiamento. Per
risolvere il problema si utilizza una EFT, che descrive le dinamiche degli
adroni a bassa energia e che consente una espansione perturbativa in ter-
mini di un piccolo impulso Q, invece che di una costante di accoppiamento.
Sebbene questa teoria di campo sia costruita in termini di particelle in verita`
non elementari, ai fini di processi le cui energie caratteristiche siano tali da
impedire una eccitazione degli adroni considerati, questi ultimi possono es-
sere ancora visti come costituenti elementari. La simmetria che assumeremo
per la costruzione della Lagrangiana efficace e` la simmetria chirale vista nella
Sezione precedente, oltre ovviamente all’invarianza di Lorentz e all’invarianza
sotto P e sotto C per la parte che descrive l’interazione forte. La validita`
del trattamento perturbativo varra` per Q << Λχ, con Λχ ∼ 4pifpi ∼ 1GeV
[24], dove fpi ' 92.4MeV e` la costante di decadimento dei pioni carichi [15].
Se la simmetria chirale fosse esatta l’impulso Q sarebbe l’unico parametro
di espansione; tuttavia la simmetria chirale e` rotta dal termine di rottura
esplicita delle masse dei quark, che da` origine alla massa del pione. Poiche`
anche mpi e` un parametro piccolo rispetto a Λχ, ci sono due scale di espan-
sione: Q/Λχ e mpi/Λχ. Noi indicheremo genericamente con Q un piccolo
impulso o la massa del pione. Se ci limitiamo alla regione di energie in cui Q
e` minore della differenza di massa tra il barione ∆(1232) e il nucleone, pos-
siamo prendere come gradi di liberta` efficaci soltanto il pione e il nucleone,
senza includere esplicitamente mesoni piu` pesanti o la ∆. Includiamo quindi
implicitamente nella scala Λχ quelle quantita` che sono al di fuori del nostro
range di energia e che corrispondono a quei gradi di liberta` che sono stati
“integrati”: m∆−mN ,mρ, ecc... Questa tecnica di calcolo e` la ChPT. Per la
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costruzione della Lagrangiana efficace chirale e` necessario considerare tutti i
termini compatibili con le simmetrie che abbiamo assunto. La Lagrangiana
che si ottiene conterra` un numero infinito di operatori e un corrispondente
numero infinito di parametri liberi; questi parametri sono il segnale della
fisica sottostante e della nostra incapacita` di descriverla. Ciascun termine
lagrangiano risultera` proporzionale a (Q/Λχ)
ν , dove ν e` un indice intero
chiamato “ordine chirale”. Il numero di termini che hanno un dato ordine
chirale e` finito. I termini che compaiono nella Lagrangiana possono quindi es-
sere organizzati in ordine di importanza a seconda del loro indice ν. I termini
con indice ν = νmin piu` basso sono chiamati termini “leading order” (LO)
e normalmente sono quelli che portano il contributo maggiore alla matrice
S e quindi alle osservabili. Quelli di ordine ν = νmin + 1, chiamati termini
“next-to-leading order” (NLO), forniscono una prima correzione alla stima
delle osservabili calcolata tenendo conto dei soli termini LO. Cos`ı di seguito:
le correzioni di ordine ν = νmin+2 sono chiamate di “next-to-next-to-leading
order” (N2LO), quelle di ordine ν = νmin+3 “next-to-next-to-next-to-leading
order” (N3LO), ecc.. La Lagrangiana efficace puo` quindi essere scritta
Leff = LO +NLO +N2LO + · · · . (2.67)
La teoria cos`ı costruita risulta rinormalizzabile ordine per ordine. Con-
siderando tutti i termini fino ad un certo ordine, le costanti che compaiono
nella Lagrangiana sono usate per riassorbire le divergenze dei diagrammi con
i loops. A questo punto, eliminate le divergenze, rimangono un certo nu-
mero di costanti rinormalizzate, chiamate Low Energy Constants (LEC), che
in teoria potrebbero essere calcolate dalla conoscenza della fisica sottostante,
ma in pratica sono fissate con un numero di dati sperimentali uguali al numero
delle costanti. A questo punto la teoria puo` essere usata per fare predizioni.
Nella prossime due Sezioni illustreremo le Lagrangiane chirali efficaci per i
pioni e per i nucleoni all’ordine LO.
2.3.1 La ChPT per i pioni
Sia pia(x), con a = x, y, z, il campo hermitiano del pione di tipo a (si veda
il Capitolo 3, Sezione 3.1). La Lagrangiana efficace per i pioni sara` scritta
come dipendente dal “campo pionico” rappresentato sotto forma di un campo
matriciale U(x) appartente al gruppo quoziente SU(2)A. Questo campo ma-
triciale e` identificato da tre coordinate che sono necessarie a parametrizzare
SU(2)A. Scelti i campi pia(x) come coordinate, la matrice U(x) e` scritta in
rappresentazione canonica come
U(x) = epi(x)·τ/f (2.68)
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dove abbiamo indicato con pi(x) un vettore che ha come componenti i campi
pia(x) e f e` una costante da determinare (come vedremo f = fpi la costante
di decadimento del pione). La rappresentazione (2.68) non e` unica, tuttavia
tutte le altre rappresentazioni possibili sono equivalenti, nel senso che le La-
grangiane costruite con diverse rappresentazioni portano tutte alla stessa
matrice S [24]. La legge di trasformazione del campo pionico sotto trasfor-
mazioni chirali e` data da [10]
U(x)→ U ′(x) = RU(x)L† (2.69)
(dove R e L sono le trasformazioni definite in Eq. (2.15) e Eq. (2.16)) ed e`
quindi una relazione lineare per U(x). Per i campi pia(x) la trasformazione
risulta lineare solo sotto il sottogruppo SU(2)V , infatti prendendo
L = A†V (2.70)





= AV U(x)V †A
= AeiV pi(x)·τV
†/fA (2.72)
Nel caso di trasformazione puramente vettoriale A = I e possiamo svilup-
pare l’esponenziale considerando una trasformazione infinitesima, in questo
caso si trova che pi(x) trasforma linearmente (e come un tripletto di isospin)
pi(x)→ pi′(x) = pi(x)− V × pi(x) (2.73)
Nel caso invece di trasformazione puramente assiale, possiamo porre V =
I nell’Eq. (2.72) e di nuovo sviluppare in serie considerando una trasfor-
mazione infinitesima. Si trova che il campo pi(x) trasforma non linearmente
pi(x)→ pi′(x) = pi(x) + Af. (2.74)
Notiamo che il campo U(x) e` invariante sotto trasformazioni U(1)V perche`,
essendo il numero barionico dei pioni nullo, si ha pia(x)→ pia(x). La costruzione
di una Lagrangiana efficace pionica si puo` fare usando come “mattoni” le ma-
trici U , U † e le loro derivate. In pratica nell’ambito della ChPT si scrive la
Lagrangiana pionica nella forma
Lpipi = L2 + L4 + L6 + . . . , (2.75)
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dove l’indice si riferisce all’ordine dello sviluppo nell’impulso del pione o della
massa dei quark. Per esempio l’indice 2 si riferisce all’inserzione o di due
derivate del campo pionico o di un termine di massa quadratico dei quark.
Questi termini di massa sono introdotti attraverso termini di rottura esplicita
come spiegato tra breve.
All’ordine piu` basso la piu` generale Lagrangiana invariante sotto trasfor-










dove la traccia e` da intendersi nello spazio dell’isospin. Volendo introdurre un
termine di rottura esplicita che sia in grado di dare massa ai pioni, si nota che
la Lagrangiana dei quark in Eq.(2.12) sarebbe invariante sotto trasformazioni
chirali se la matrice M trasformasse secondo
M →M ′ = RML† (2.77)
A questo punto, supponendo il comportamento di M dato in Eq. (2.77), si
costruisce la piu` generale Lagrangiana che sia invariante di Lorentz, chirale
e invariante sotto parita` e coniugazione di carica espandendo in potenze di






MU †(x) + U(x)M †
]
(2.78)
dove B e` legato al parametro d’ordine per la rottura di simmetria chirale
〈0|q¯q|0〉 [10]
B = − 1
3f 2
〈0|q¯q|0〉 . (2.79)
Espandendo le Lagrangiane in Eq. (2.76) e (2.78) in potenze del campo
pi si ritrova la Lagrangiana libera per campi scalari, insieme a termini di
interazione





m2pipi · pi +O(pi4) (2.80)
dove
m2pi = B(mu +md). (2.81)
Come nel caso dei quark, promuoviamo la simmetria chirale da globale a
locale considerando l’accoppiamento ai campi esterni. Data la trasformazione
del campo pionico (2.69) si definisce la derivata covariante
DµU(x) = ∂µU(x)− irµ(x)U(x) + ilµ(x), (2.82)
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dove i campi esterni rµ(x) e lµ(x) sono quelli introdotti in Sezione 2.1.4.
Tenendo conto delle loro leggi di trasformazione, come date in Eq.(2.37) e
(2.38), e` facile vedere cheDµU(x) trasforma effettivamente come una derivata
covariante, ossia trasforma come il campo su cui agisce
DµU(x)→ R(x)(DµU(x))L†(x). (2.83)
All’ordine leading, oltre a U , U † e alle loro derivate, nella costruzione
della Lagrangiana efficace entrano anche gli operatori χ e χ† definiti come
combinazione linare dei campi s e p
χ(x) = 2B(s(x) + ip(x)) (2.84)
χ†(x) = 2B(s(x)− ip(x)) (2.85)
che trasformano secondo le Eq. (2.40) e (2.41). I blocchi di costruzione hanno
il seguente ordine chirale [18]
U ∼ O(Q0), Dµ1 . . . DµnU ∼ O(Qn), χ ∼ O(Q2). (2.86)
All’ordine leading Q2 la Lagrangiana efficace piu` generale invariante sotto
trasformazioni di Lorentz, trasformazioni chirali locali, parita` e coniugazione














χ(x)U †(x) + U(x)χ†(x)
]
. (2.87)
L’Eq. (2.78) del caso di simmetria globale si ritrova assumendo s = M e
p = 0. I termini della Lagrangiana di ordine Q4 sono discussi in Ref.([25]),
in questa Tesi sara` comunque sufficiente considerare L2.
2.3.2 La ChPT per i nucleoni
Come nel caso dei pioni, ai fini del calcolo delle osservabili fisiche la partico-
lare rappresentazione del campo dei nucleoni e` ininfluente, quindi possiamo
scegliere una descrizione dei nucleoni che e` la piu` conveniente per costruire
la Lagrangiana efficace e che comunemente e` usata nella teoria delle pertur-








dove ψp(x) e ψn(x) sono i campi rispettivamente del protone e del neutrone.
Si definisce una matrice u(x) tale che u2(x) = U(x). Tenendo conto della
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legge di trasformazione di U(x) in Eq. (2.69), sotto trasformazioni chirali
globali la matrice u(x) trasforma come
u(x)→ u′(x) = Ru(x)K−1(x) (2.89)
dove la funzione K(x) e` definita







Trascurando per il momento il sottogruppo U(1)V , la legge di trasformazione
del campo nucleonico sotto trasformazioni SU(2)V × SU(2)A globali e` [10]
N(x)→ N ′(x) = K [L,R, U(x)]N(x). (2.91)
Nel caso di una trasformazione puramente vettoriale L = R = V , dalla
definizione di u(x) segue che u
′
(x) = V u(x)V †, e quindi dalla Eq.(2.89)
K = V e il campo nucleonico trasforma coerentemente come un doppietto
di isospin. Nel caso di trasformazione assiale la trasformazione risulta non
lineare [10]. Per costruire una Lagrangiana efficace che contenga l’interazione
tra pioni, nucleoni e campi esterni, si promuove la simmetria chirale da glob-
ale a locale, introducendo i campi esterni rµ e lµ con legge di trasformazione
data dalle Eq. (2.37) e (2.38). Sotto il gruppo Gχ locale il doppietto di










Introduciamo poi la derivata covariante per il campo nucleonico
DµN(x) = (∂µ + Γµ − iv(s)µ )N(x), (2.93)





u†(∂µ − irµ)u+ u(∂µ − ilµ)u†
]
. (2.94)
Dalla definizione della connessione Γµ, si vede che il termine di derivata co-
variante nucleonica contiene termini di interazione nucleone-pione e nucleone-
pione-campi esterni. Per dimostrare che la Dµ in (2.93) e` effettivamente una





= (∂µ + Γ
′
µ)e
−iΘ(x)KN = e−iΘ(x)K(∂µ + Γµ)N. (2.95)
sfruttando la regola del prodotto delle derivate sulla funzione ∂µ(e
−iΘ(x)KN),
l’uguaglianza tra le Eq.(2.95) assume la forma
∂µK = KΓµ − Γ′µK. (2.96)
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L’uguaglianza (2.96) puo` essere facilmente dimostrata tenendo conto che
(∂µu)u
† = −u∂µu† e che la funzione K puo` anche essere scritta nella forma
K = u
′







′†Ru = u′LU †R†Ru = u
′
Lu†. (2.97)
All’ordine leading Q, la Lagrangiana piN piu` generale invariante sotto parita`,
coniugazione di carica, trasformazioni di Lorentz e chirali locali e` [10]





dove la costante g e` una LEC che coincidera` con il dato sperimentale della




u†(∂µ − irµ)u− u(∂µ − ilµ)u†
]
(2.99)
e sotto il gruppo chirale trasforma secondo uµ → KuµK† [10]. Agli ordini
successivi sono possibili molti termini lagrangiani, si veda Ref. [11] per una
lista completa fino all’ordine Q4. In questa Tesi avremo bisogno di tenere
conto di due termini all’ordine Q2:
L(2)piN = c3N¯uµuµN +
ic4
4
N¯σµν [uµ, uν ]N + · · · , (2.100)





, e c3, c4 sono altri esempi di LECs [12].
Esistono ulteriori termini lagrangiani di ordine leading che coinvolgono
solo il campo dei nucleoni. Questi sono “termini di contatto” che danno dei
vertici di interazione puntuale tra nucleoni e che includono implicitamente gli
effetti delle interazioni di scambio di mesoni piu` pesanti. Di tutti i possibili
termini di contatto che si possono costruire imponendo l’invarianza chirale,
di Lorentz e sotto P e C, la riduzione non relativistica identifica all’ordine









dove le costanti CS e CT sono LEC. Come detto, sebbene all’ordine leading si
possano costruire vari altri termini di contatto (tipo (N¯γ5N)(N¯γ5N), ecc.),
quando se ne fa la riduzione non relativistica si ottengono operatori che sono
combinazioni lineari di quelli che compaiono in Eq. (2.101). Altri termini di
Lagrangiana che entreranno nel calcolo sono i seguenti [14]:




termini di contatto con almeno una inserzione di un operatore pionico.
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2.3.3 Interazione debole tramite EFT














J lµ = ψ¯eγµ(1− γ5)ψνe + ψ¯mγµ(1− γ5)ψνm + · · · (2.105)
dove l’indice e em indicano rispettivamente l’elettrone e il muone. Per quanto
riguarda la corrente adronica che abbiamo gia` discusso, possiamo scrivere in
prima approssimazione (Sez.2.2)
Jhµ = ψ¯nγµ(1− gAγ5)ψp +
√
2fpi∂µpi+ + · · ·
= N¯γµ(1− gAγ5)τ−N +
√
2fpi∂µpi+ + · · · (2.106)





. Questi due termini sono presenti
nella Lagrangiana chirale. Infatti consideriamo
L = Lpipi + LpiN , (2.107)
e effettuiamo lo sviluppo al primo ordine nei campi U e u e confrontiamola
direttamente con la (2.103); si trova





g = gA, f = fpi (2.109)
dove la J lµ e` data in Eq. (2.105).
2.3.4 Sviluppo della Lagrangiana nei campi dei pioni
In questa Sezione svilupperemo la Lagrangiana chirale pionica e la Lagrangiana
chirale nucleonica espandendole in termini dei campi pia dei pioni. Questo ci
permettera` di ottenere espliciti termini lagrangiani di interazione con nucle-
oni, pioni e la corrente esterna debole J lµ. Riportiamo qui soltanto i termini
della espansione che ci saranno utili per la descrizione del processo di cattura
debole protone - protone all’ordine NLO, termini che entrano a ordini supe-
riori non saranno considerati. Nel seguito useremo la notazione Fpi = 2fpi.
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2.3.5 Termini di interazione Npi
In assenza di campi esterni, la derivata covariante nucleonica in Eq. (2.93)
assume la forma



















[pi∂µpi − (∂µpi)pi] +O(pi4), (2.113)
uµ = − 2F 2pi ∂µpi +O(pi
3), (2.114)
dove ricordiamo che Fpi = 2fpi. Sostituendo le espressioni (2.113) e (2.114)
nella Lagrangiana (2.98) e tenendo termini fino all’ordine O(pi2), si trovano i
seguenti termini lagrangiani di interazione
LNNpi = − gAFpi N¯γµγ5(∂µ~pi · ~τ)N, (2.115)
LNNpipi = iF 2pi N¯γ
µ(~pi · ∂µ~pi)N − 1F 2pi N¯γµ(~pi × ∂µ~pi) · ~τN. (2.116)
Notiamo che nella Lagrangiana appare solo il termine di interazione ”pseu-
dovettoriale” discusso in Sezione 2.2.1.
2.3.6 Termini di interazione piW
Cerchiamo ora i termini di interazione lineari con la corrente J lµ. Con la
scelta dei campi esterni data in Eq. (2.108), la derivata covariante del campo
pionico in Eq.(2.82) diventa
Dµ = ∂µU + ilµU. (2.117)
A questo punto, inserendo l’Eq. (2.117) nella Lagrangiana pionica in Eq.
(2.87) e sviluppando U fino al primo ordine nel campo pionico, si ottengono i
seguenti termini di interazione piW e pipiW (W qui sta per indicare i termini










τ−∂µ(τ · pi)] J l†µ (2.118)










τ−(τ · pi)∂µ(τ · pi)] J lµ (2.119)
2.3.7 Termini di interazione NW e NpiW
Consideriamo adesso la derivata covariante del doppietto nucleonico e, scelti
i campi esterni come in Eq. (2.108) diventa







Dalla Lagrangiana L(1)piN in Eq. (2.98) troviamo i termini che causano l’interazione





N¯γµuτ+u†NJ lµ + N¯γ
µuτ−u†NJ l†µ − gAN¯γµγ5uτ+u†NJ lµ
−gAN¯γµγ5uτ−u†NJ l†µ
]
+ · · · .
(2.121)













N¯γµ(1− gAγ5)pia[τa, τ+]NJ lµ









N¯γµ(1− gAγ5)(τ · pi)τ+(τ · pi)NJ lµ


















−]NJ l†ν − N¯σµν∂νpia[τa, τ−]σµνNJ l†µ .
(2.125)
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Chapter 3
Il potenziale e la corrente dalla
EFT
In questo Capitolo mostreremo come a partire da una EFT sia possibile
definire gli operatori di potenziale nucleare e di corrente nucleare non rel-
ativistici. In Sezione 3.1 presenteremo la notazione utilizzata. In Sezione
3.2 mostreremo come e` possibile associare a ciascuna ampiezza relativistica
di transizione una rappresentazione grafica tramite un “diagramma time or-
dered”. In Sezione 3.3 illustreremo come definire un potenziale nucleare
dalla riduzione non relativistica delle ampiezze di transizione di scattering
nucleone-nucleone. In Sezione 3.4 introdurremo le correnti nucleari a uno e
due corpi. In Sezione 3.5 daremo l’espressione della corrente a un corpo nello
spazio delle coordinate.
3.1 Convenzioni
Di seguito indichiamo le convenzioni che utilizzeremo in questa tesi.
• Utilizzeremo il sistema di unita` naturali ~ = c = 1 e αsf = e2/4pi ≈
1/137.





dove i = x, y, z e ni = 0,±1,±2, . . . . Il limite di volume infinito
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• Ai fini del calcolo delle ampiezze di transizione relativistiche nell’ambito
dell’EFT, i campi dei nucleoni, dei pioni e dei leptoni sono scritti in






















































1. Definiamo i quadrivettori pµ = (Ep,p), k
µ = (wk,k), p
µ
l = (El,pl)
e pµνl = (Eνl ,pνl). Inoltre Ep =
√





m2l + |pl|2, Eνl =
√|pνl|2 con mN ,mpi e ml rispetti-
vamente la massa del nucleone, del pione e del leptone l (elet-
trone/positrone o muone/antimuone). Si assume che la massa del
neutrino νl sia zero.
2. a = x, y, z indica la componente di isospin del campo del pione,
s = ±1/2 e t = ±1/2 identificano gli stati di spin e di isospin
(rispettivamente protone e neutrone) del campo del nucleone. Nel
seguito useremo anche la notazione α ≡ p, s, t. Quindi per esem-













3. Gli operatori di creazione e distruzione di nucleoni, anti nucleoni,
pioni e leptoni rispettivamente soddisfano le seguenti relazioni























































































dove la somma su l indica le famiglie dei leptoni e−, µ−, etc.
5. I quadri-spinori di Dirac u(p, s) e v(p, s) sono definiti come in Ref.
[15]. Inoltre le matrici di Dirac γµ e γ5 sono ancora definite in Ref.
[15].
3.2 Diagrammi time ordered e l’Hamiltoniana
di interazione
La probabilita` di transizione da uno stato iniziale |i〉 ad uno finale 〈f | e` legata
all’elemento di matrice 〈f |S|i〉, dove S e` la matrice di transizione data da
[27]






d4x1 . . . d
4xnT (HI(x1) . . . HI(xn)) , (3.15)
dove x ≡ xµ = (t,x), T indica il prodotto time-ordered, e HI(x) e` la
densita` hamiltoniana di interazione scritta come una somma di termini dati
da prodotti ordinati dei campi e delle loro derivate, per esempio
HI(x) =: N¯(x) . . . ∂µpia(x) . . . J
l
µ(x) . . . N(x) : + . . . . (3.16)
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All’ordine del calcolo che effettueremo sara` sufficiente prendereHI(x) = −LI ,
dove LI sono i termini di Lagrangiana di interazione descritti nel Cap. 2.










dove H0 indica la Hamiltoniana libera. Dalla (3.15) integrando analitica-
mente sui tempi si trova




Ei −H0 + iT, (3.19)
dove Ei e` l’energia dello stato iniziale e  ∼ 0+. Gli elementi della matrice T
sono quelli che interessano ai fini del calcolo di una probabilita` di transizione,
essendo legati a quelli della matrice S da [27]
〈f |S|i〉 = δf,i − 2piδ(Ef − Ei)〈f |T |i〉. (3.20)
dalla relazione (3.19) si vede che ai fini del calcolo della matrice T sono
necessari i termini hamiltoniani espressi in rappresentazione di Schroedinger.
Dato un campo ψ(x) in rappresentazione di interazione, si indica con ψSR(x)
il corrispondente campo in rappresentazione di Scroedinger, dato da
ψSR(x) = e−iH0tψ(x)eiH0t. (3.21)




dx : N¯SR(x) . . . ∂µpi
SR
a (x) . . . J
lSR
µ (x) . . . N
SR(x) : + . . . .
(3.22)
Sostituendo in Eq. (3.21) la H0 scritta in termini di operatori di creazione e
distruzione dei campi si trova
ψSR(x) = ψ(x, t = 0). (3.23)
Quindi, ai fini del calcolo
HSRI =
∫
dxH(x, t = 0), (3.24)
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dove va fatta attenzione a far agire prima, qualora comparissero in HI(x), le
derivate ∂µ sui campi e dopo porre t = 0. Da ora in avanti useremo la no-
tazione semplificata HI ≡ HSRI . Risulta conveniente scrivere i termini hamil-
toniani di interazione calcolati dalla Eq. (3.24) come segue. Trascurando per









XHmn = NNNNH00 + NNpiH01
+NNpiH10 + NNpipiH20 + NNpipiH02 + NNpipiH11 + . . . , (3.25)
dove X specifica il tipo di vertice, m si riferisce al numero di operatori di
























































quindi NNNNH rappresenta il termine di interazione di ”contatto” a 4 nucle-
oni, NNpiH il termine di interazione con vertice contenente due nucleoni e un
pione, ecc. Analogamente considerando i termini in cui compare linearmente




XHmn = NNWH + piWH10 + piWH01 + pipiWH20+
pipiWH11 + pipiWH02 + NNpiWH10 + NNpiWH01 + . . . .
(3.27)
dove m si riferisce al numero di operatori di creazione di pioni e n a quello
di distruzione di pioni.
Nel seguito ci specializzeremo nel considerare i termini di interazione re-
sponsabile della creazione di un positrone di impulso pe e proiezione di spin
se e di un neutrino elettronico di impulso pνe e proiezione di spin sνe . Con-

















































Per ogni termine della Hamiltoniana di interazione, le espansioni consider-
ate definiscono le ”funzioni di vertice” M . Queste funzioni di vertice possono
essere espanse nel limite non relativistico in potenze di Q/mN ∼ Q/Λχ. In
appendice A sono riportate le funzioni di vertice per i termini di interazione
considerati e la loro espansione non relativistica all’ordine piu` basso in cias-
cun vertice. Con la sostituzione dei termini hamiltoniani di interazione scritti
nella forma sopra descritta, si puo` calcolare la generica ampiezza 〈f |T |i〉,
dove gli stati iniziale e finale possono contenere un numero arbitrario di nu-
cleoni, pioni, ecc. Ogni ampiezza di transizione 〈f |T |i〉 e` calcolata dalla
Eq.(3.19) inserendo set completi di stati intermedi. Per esempio nel caso di
scattering nucleone-nucleone da potenziale nucleare le ampiezze di scattering

















Eα1 + Eα2 − Eβ1 − Eβ2 − wk + i
+ . . . .
(3.32)
Per calcolare questi elementi di matrice, si sostituiscono nella Eq. (3.32)
i termini della Hamiltoniana di interazione espressi come nelle Eq. (3.26),
si “eliminano” poi gli operatori di creazione e distruzione in maniera usuale
usando le regole di commutazione e anticommutazione e infine si sfruttano
le delta sugli impulsi che vengono da queste regole per eliminare (almeno)
parte delle somme sugli impulsi degli stati intermedi. Si perviene quindi
ad una serie di espressioni che dipendono dalle funzioni di vertice, dai de-
nominatori di energia e da una (o piu`) delta di conservazione dell’impulso.
Ciascun termine di questa serie puo` essere rappresentato graficamente con
un diagramma “time ordered”. Per esempio i termini associati all’interazione
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nucleare mediante lo scambio di un pione vengono dalla seconda riga della
Eq. (3.32) prendendo HI =









































Eα1 − Eα′1 − wp′2−p2 + i












I vari termini in Eq. (3.33) possono essere rappresentati graficamente come
diagrammi time ordered, come mostrato in Fig. (3.1). A ciascun vertice e`
associata una funzione di vertice e una delta di conservazione dell’impulso, a
ciascuno stato intermedio tra due vertici e` associato un denominatore con la
differenza tra l’energia iniziale dello stato |i〉 e l’energia dello stato interme-
dio. In modo analogo si associano diagrammi time ordered a qualsiasi tipo
di processo 〈f |T |i〉 dove gli stati iniziali e finali possono contenere nucleoni,
pioni, antinucleoni, ecc · · · . A ciascun diagramma time ordered si puo` facil-
mente associare l’ordine chirale della espansione non relativistica, il quale
dipende da quattro fattori:
• L’ordine di espansione non relativistica delle funzioni di vertice.
• I denominatori di energia. L’ordine di un denominatore di energia
associato ad un particolare stato intermedio dipende dal tipo di parti-
celle che costituiscono lo stato intermedio e lo stato iniziale. L’ordine
dell’energia associata a ciascuna particella e` dato da
– Nucleoni: poiche´ Q e` molto minore della massa nucleonica, pos-









– Antinucleoni: come nel caso dei nucleoni.
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Figure 3.1: Rappresentazione grafica mediante i diagrammi time ordered dei
contributi di scambio di un pione all’ampiezza di scattering NN . Le linee
continue rappresentano i nucleoni e le linee tratteggiate i pioni.
• Il numero di loops, cioe` il numero delle somme sugli stati intermedi che
restano dopo aver sfruttato tutte le delta di conservazione dell’impulso
per fissare gli impulsi delle particelle negli stati intermedi. Ciascun
loop equivale ad un integrale tridimensionale sugli impulsi e quindi
conta come ordine Q3.
• Il numero di delta di conservazione dell’impulso che rimangono dopo
aver esaurito tutte le somme sugli impulsi delle particelle negli stati
intermedi. Se oltre alla conservazione dell’impulso totale sono presenti
anche altre delta, ciascuna porta un contributoQ−3. Questo si giustifica
osservando che, ai fini del calcolo per esempio di una sezione d’urto,
ciascuna delta rimanente fissa il valore di un impulso nello stato finale,
il che equivale a sottrarre un integrale nella somma sugli stati finali
possibili. Poiche´ un integrale tridimensionale su un impulso conta come
Q3, ogni delta aggiuntiva ha ordine Q−3.
Come esempio, tenendo conto di queste regole e dell’ordine dell’espansione
non relativistica delle funzioni di vertice riportate in Appendice A, si puo`
facilmente stimare l’ordine dei diagrammi in Figura 3.1. Tenendo conto che
non sono presenti loops e delta aggiuntive oltre a quella di conservazione
totale dell’impulso, si trova
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〈α′1α
′











∼ O(Q1/2)O(Q1/2)O(Q−1) ∼ O(Q0).
(3.34)
3.3 Costruzione del potenziale NN dalla EFT
Supponiamo di aver calcolto l’elemento di matrice 〈α′1α′2|T |α1α2〉 usando
l’Eq. (3.19) e la Hamiltoniana HI(≡ HSRI ) derivata dalla teoria di campo.





T n, T (n) ∼ Qn. (3.35)
Da questa matrice T si puo` costruire un potenziale nucleare non relativistico
V , supponendo che il potenziale V abbia la stessa espansione in potenze di




V (n), V (n) ∼ Qn, (3.36)
e sfruttando l’equazione di Lippmann-Schwinger [29]. In pratica, se |φ〉 e` la
funzione d’onda di due nucleoni non interagenti soluzione dell’equazione di
Schroedinger
(H0 − Ei)|φ〉 = 0, (3.37)
e |ψ〉 e` la funzione d’onda di due nucleoni interagenti attraverso un potenziale
V soluzione di
(H0 + V − Ei)|ψ〉 = 0, (3.38)
allora vale l’equazione di Lippmann-Schwinger
|ψ〉 = |φ〉+ 1
Ei −H0 + iV |ψ〉, (3.39)
dalla quale, definita la matrice di transizione TV tale che TV |φ〉 ≡ V |ψ〉, si
ottiene l’equazione integrale per la matrice di transizione
TV = V + V
1
Ei −H0 + iTV . (3.40)
Si definisce quindi il potenziale non relativistico V in modo che
〈α′1α
′
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dove T e` la matrice T calcolata con la teoria di campo. In pratica si calcolano
le ampiezze relativistiche 〈α′1α′2|T |α1α2〉 dalla EFT, se ne fa la riduzione non
relativistica, e si impone che queste siano ordine per ordine nell’espansione
uguali alle 〈α′1α′2|TV |α1α2〉, cioe`
〈α′1α
′



















. . . . (3.42)
Nel calcolo delle ampiezze 〈α′1α′2|TV |α1α2〉 dalla Eq. (3.40), si possono in-
serire set completi di stati intermedi contenenti solo due nucleoni, in quanto si
considerano attivi solo i gradi di liberta` nucleonici. Ogni termine di funzione
di Green libera
G0 ≡ 1
Ei −H0 + i (3.43)












Eα1 + Eα2 − Eβ1 − Eβ2 + i
, (3.44)
da quanto discusso in Sezione (3.2) il denominatore di energia e` di ordine Q−2.
Per quanto riguarda gli elementi di matrice del potenziale, essi contengono





















con v(n) di ordine Qn. In Eq. (3.44) una delle due delta fissa il valore di uno
dei due impulsi intermedi, l’altra porta una conservazione dell’impulso totale.
Quindi in definitiva rimane una somma su un impulso intermedio che quindi











e` di ordine Qn+n
′+n′′+2, ecc. . . . L’espansione in potenze di Q della matrice T
e` [28]
T = T (0) + T (1) + T (2) + . . . . (3.47)
Quindi dalle Eq. (3.42) e (3.40) si ha
T (0) ≡ T (0)V = V (0),
T (1) ≡ T (1)V = V (1) + V (0)G0V (0),
. . . , (3.48)
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dalle quali invertendo si trova
V (0) = T (0),
V (1) = T (1) − V (0)G0V (0),
. . . . (3.49)
Il V cos`ı definito contiene solo contributi “irriducibili”, cioe` non contiene
i contributi dei diagrammi con solo nucleoni negli stati intermedi. Questi
saranno automaticamente inclusi risolvendo l’Eq. (3.40).
Inoltre la generica ampiezza 〈α′1α′2|T |α1α2〉 conterra` termini “diretti” e
termini “di scambio”. I primi corrispondono a quei diagrammi in cui avviene
la transizione αi → α′i con i = 1, 2, per esempio i primi due termini in
Eq. (3.33) per l’ampiezza di scambio di un pione. I secondi corrispondono
invece ai diagrammi con transizione αi → α′j con i 6= j= 1, 2, per esempio
i termini che abbiamo indicato con la notazione ”(α
′
1 ↔ α′2)” in (3.33). In
modo analogo l’ampiezza 〈α′1α′2|TV |α1α2〉 per il potenziale conterra` termini
diretti e di scambio. Per identificare il potenziale e` sufficiente considerare
soltanto i termini diretti delle ampiezze della matrice T uguagliandoli alla
parte diretta degli elementi di matrice del potenziale tramite le Eq. (3.49).
Per esempio, l’ordine leading del potenziale e` dato da V (0) = V 1pi + V C .
Questi termini sono quelli associati ai diagrammi di scambio di un pione visto
nella Sezione 3.2 e il potenziale di contatto originato dalla Hamiltoniana CH.
Questi due potenziali sono dati da [28]
〈p′1p
′
















2|V C |p1p2〉 =
1
Ω
[CS + CT (σ1 · σ2)] δp′1+p′2,p1+p2 , (3.50)
dove abbiamo posto
k ≡ p′1 − p1 = −p
′
2 + p2, (3.51)
e σi(τi) indica che le matrici di Pauli agiscono sugli stati di spin (isospin)
del nucleone i-esimo. Il potenziale OPE calcolato e` dell’ordine Q0. Il ter-
mine di ordine Q si annulla, come si puo` facilemente provare, per via della
cancellazione tra i contributi dei due time-ordering. Quindi il termine pro-
porzionale a wk in M













×[k · σ2(K · σ1K · k −K2k · σ1)
+k · σ1(K · σ2K · k −K2k · σ2)
]
+ ... (3.52)
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In questa Tesi faremo uso di un potenziale NN derivato fino all’ordine Q4
in Ref.[30]. Naturalmente per essere utilizzati questi potenziali sono stati
regolarizzati moltiplicandoli per una funzione di cutoff dipendente da un
parametro Λ ∼ 500 − 600 MeV rispettivamente. Nello specifico, useremo il
potenziale AV18 dato in Ref. [31], e i potenziali N3LO500 e N3LO600 della
Ref. [30].
3.4 La corrente
Per trattare il processo che coinvolge l’emissione di un positrone e di un
neutrino elettronico e` necessario fare uso degli operatori di corrente nucleare
e di densita` di carica. Questi operatori contengono sia contributi a “un
corpo”, dove solo un nucleone interagisce con il pione considerato e gli altri
fungono da “spettatori”, sia contributi a “piu` corpi”. Noi considereremo al
massimo operatori a due corpi. Detto q = pe + pν , si hanno gli operatori























dove la sommatoria e` intesa su tutti i nucleoni presenti e gli apici “(1)” e
“(2)” identificano i contributi a uno e due corpi rispettivamente.
Come nel caso del potenziale nucleare, l’operatore di corrente nucleare e`
definito agire solo sui gradi di liberta` dei nucleoni. Per esempio per una tran-
sizione da uno stato nucleare |Ψi〉 ad uno stato |Ψf〉 a seguito dell’emissione
di un positrone e un neutrino, la probabilita` di transizione e` definita da
〈Ψfe+νe|HI |Ψi〉 = 〈Ψf |K|Ψi〉 (3.54)
con l’operatoreK costruito in modo tale che gli elementi di matrice 〈Ψf |K|Ψi〉
siano identici alle ampiezze 〈α′1α′1e+νe|T |α1α2〉, ordine per ordine nella es-
pansione chirale. Teniamo conto che |Ψi〉 e |Ψf〉 sono le funzioni d’onda di
uno stato di due nucleoni interagenti. Possiamo sfruttare allora l’equazione di
Lippmann- Schwinger per scrivere l’elemento di matrice 〈Ψf |K|Ψi〉 in termini
di stati di due nucleoni non interagenti. In realta`, l’equazione di Lippmann-
Schwinger vale per stati di scattering, mentre nel nostro caso almeno una delle
due funzioni d’onda inizale o finale rappresentera` uno stato legato. Tuttavia,
per definire l’operatore K possiamo comunque supporre di considerare stati
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iniziali e finali di due nucleoni non legati. Quindi scriviamo
〈Ψf |K|Ψi〉 = 〈α′1α
′
2|(I + V G0 + V G0V G0 + . . . )K





















2|V G0V G0V K|α1α2〉+ . . . . (3.55)
Nel caso che stiamo considerando, nella funzione di Green G0 l’energia finale
Ef contiene anche l’energia del positrone e del neutrino. Inoltre, a seconda del
time ordering, in G0 puo` comparire anche l’energia del positrone e neutrino
presenti nello stato intermedio considerato. La presenza o meno del positrone
e neutrino (e quindi della sua energia nella corrispondente funzione di Green
G0) si vede immediatamente dalla posizione relativa dell’operatore K rispetto
alla funzione di Green: tutte le funzioni di Green alla sinistra dell’operatore
K corrispondono a stati intermedi con e+ e νe presenti, quelle a destra cor-
rispondono a stati intermedi con e+ e νe assenti. Per esempio nella penultima
riga della Eq. (3.55) il primo elemento di matrice contiene due stati inter-
medi in cui non compaoino positrone e neutrino. Nel secondo elemento di
matrice della stessa riga invece, nel primo stato intermedio sono presenti
positrone e neutrino, mentre nel secondo no. Supponiamo che l’elemento di
matrice (3.55) coincida con l’elemento di matrice 〈α′1α′2e−ν¯|T |α1α2〉 calcolato
con la EFT, assumendo che l’operatore K abbia una espansione in potenze
analoga a quella della matrice T . La matrice T , per il processo di emissione









K(n) = K(−3) +K(−2) + . . . , K(n) ∼ eQn. (3.57)
Sfruttando poi lo sviluppo del potenziale
V = V (0) + V (1) + V (2) + . . . , (3.58)
si calcola l’ordine di ogni termine dell’espansione (3.55) inserendo set com-
pleti di stati intermedi di due nucleoni liberi. Per quanto abbiamo detto,
come nel caso del potenziale si ha che ogni funzione di Green porta un con-
tributo Q1, quindi per esempio
V (n)G0K
(m) ∼ K(m)G0V (n) ∼ eQn+m+1. (3.59)
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+νe|T |α1α2〉 = 〈Ψf |K|Ψi〉 (3.60)
sia valida ordine per ordine nello sviluppo in potenze di Q, trovando
K(−3) = T (−3) , (3.61)
K(−2) = T (−2) − V (0)G0K(−3) −K(−3)G0V (0) , (3.62)
K(−1) = T (−1) − V (1)G0K(−3) −K(−3)G0V (1) − V (0)G0K(−2)
−K(−2)G0V (0) − V (0)G0K(−3)G0V (0) −K(−3)G0V (0)G0V (0)
−V (0)G0V (0)G0K(−3) , (3.63)
K(0) = T (0) − V (2)G0K(−3) −K(−3)G0V (2) − V (1)G0K(−2)
−K(−2)G0V (1) − · · · . (3.64)
Conviene comunque scrivere










con la corrente leptonica lµ definita in Eq. (2.105). Tenendo conto che in
generale
Jµ = V µ − Aµ, (3.66)
dove abbiamo separato il contributo assiale da quello vettoriale della corrente,
possiamo scrivere esplicitamente






V − l · JV )









Sotto rotazioni e parita` ρV0 e` un operatore scalare, ρ
A
0 uno pseudoscalare,
JV un operatore vettoriale polare e JA vettoriale assiale. Come vedremo
il contributo maggiore alla sezione d’urto di fusione pp e` portato quando
i 2 protoni iniziali sono nello stato 1S0 (siamo a energie bassissime). Le
regole di selezione del momento angolare e parita` dicono che la transizione
1S0 → deutone(Jpi = 1+) sara` quindi portata principalmente dal termine JA.
Qui di seguito ci occuperemo quindi di questo operatore.
Il contributo leading JA(−3) e` quello associato ai diagrammi time or-
dered di tipo (a) in Figura 3.2, l’ordine di questi diagrammi e` appunto
eQ(0)Q(−3) ∼ eQ(−3) . I diagrammi di tipo (a) portano il contributo della
corrente a un corpo, che e` dato dalla somma dei singoli contributi a un
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Figure 3.2: Rappresentazione grafica mediante diagrammi time ordered dei
contributi di scambio di un pione all’ampiezza di transizione NN → NNe+νe
(solo uno di tutti i possibili time orderings e` stato riportato). Le linee trat-
teggiate rappresentano i pioni.
corpo dei due nucleoni, dove l’altro rimane imperturbato. All’ordine KA(−2)
non sono presenti diagrammi, mentre i termini KA(−1) portano correzioni
relativistiche all’ordine leading. All’ordine KA(0) compaiono i contributi di
correnti a due corpi, dati dai diagrammi (b) e (c) in cui e` presente lo scambio
di un pione e i contributi dei termini lagrangiani in cui sono presenti le LECs
c3 e c4; il diagramma (d) e` dato dai termini lagrangiani di contatto con le
LECs d1 e d2.
Gli operatori che entrano nella corrente dipendono da un parametro di
cutoff Λ ∼ 500 − 600MeV. Questo per il fatto che le loro espressioni scritte
nello spazio delle coordinate presenterebbero delle singolarita` nel limite di
piccoli r (dove r e` la distanza tra i due nucleoni); questi operatori sono
quindi regolarizzati nello spazio degli impulsi introducendo la funzione di
cutoff e−k
4/Λ4 .
3.4.1 Contributi LO & N2LO
Il contributo della corrente a un corpo che e` dato dalla somma dei singoli
contributi a un corpo dei due nucleoni, dove l’altro rimane imperturbato e`
rappresentato da diagrammi di tipo (a) di Figura 3.2. Il termine di hamilto-














50 CHAPTER 3. IL POTENZIALE E LA CORRENTE DALLA EFT





























dove ricordiamo che α denota impulso, spin e isospin del nucleone. Calcol-
iamo quindi il limite non relativistico: per le energie a cui siamo interessati






α′α = −gAχ†s′σiχs(τ−)t′ t , (3.71)
dove χs (ξt) rappresenta lo stato di spin (isospin) di un nucleone. Il primo
termine della h0
α′α nella (3.71) e` detto ”termine di Fermi”, mentre il secondo
”termine di Gamow-Teller”. Si puo` facilmente dimostrare che il termine di
Fermi porta un contributo nullo al processo di fusione pp (si veda piu` avanti).
Questo elemento di matrice e` di ordine Q−3. Confrontando con la Eq. (3.67)
possiamo quindi identificare
JA(−3) = −gA(σ1τ1−δp2p′2 + σ2τ2−δp1p′1) (3.72)
dove
σ1 ≡ (σ)s1s′1 ≡ χ†s′1σiχs1 , (3.73)
e




JA(−1) = − gA
4M2
{[
2(Q1 · σ1)Q1 − 1
2
(∆1 · σ1)∆1
−2Q21σ1 − i∆1 ×Q1
]
τ1−δp2p′2 + (1↔ 2)
}
, (3.75)
dove ∆1 = p
′
1−p1 eQ1 = (p′1+p1)/2, ecc. Comunque in questo lavoro questo
contributo sara` trascurato in quanto e` conosciuto essere molto piccolo [4].
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3.4.2 Contributi dei diagrammi di scambio di un pione
La corrente a due corpi e` data da diagrammi di tipo b) e c) in Fig 3.2. Il












































mentre NNpiH e` definita come la somma delle Eq. (3.26a) e (3.26b). La
funzione di vertice NNpiWM e` costituita dalla somma di pezzi derivanti da
diversi termini lagrangiani: il primo deriva da L(1)Npi ed e` dato in Eq. (2.123)
mentre gli altri che derivano da L(2)Npi sono i termini con le LEC c3 e c4 definite
nell’articolo di Fettes et al. [12] (Eq.(2.125)).
Dall’Eq. (2.123), sviluppando la funzione di vertice fino ai termini di
ordine (p/mN)









































, ∆ = p
′ − p, (3.79)
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gAσ2 − 2Q2 − i∆2 × σ2
2M
)
· l (~τ1 × ~τ2)−δk,p′1−p1
+c3(k · l)(σ1 · k)τ1−δk,p1−p′1δs2s′2
+2c4(σ1 · k)(σ2 × k) · l(~τ1 × ~τ2)−δk,p1−p′1 + (1↔ 2)
]
×δp1+p2,p′1+p′2+q (3.80)
L’elemento di matrice TOPE contribuisce all’ordine T
(0) della matrice T ed
entra direttamente nell’espressione di K(0) (non e` cancellato da ognuno dei
termini che entrano nell’espressione 3.64). Confrontando quindi con la Eq.
(3.67) si vede che il termine gAσ2σ1 ·k essendo un operatore vettoriale polare
contribuisce solo a JV . Gli altri termini contribuiscono a JA, che quindi











−2Q2 − i∆2 × σ2
2M
)
· l (~τ1 × ~τ2)−δk,p′1−p1
+c3(k · l)(σ1 · k)τ1−δk,p1−p′1δs2s′2
+2c4(σ1 · k)(σ2 × k) · l(~τ1 × ~τ2)−δk,p1−p′1 + (1↔ 2)
]
(3.81)
3.4.3 Contributo dei diagrammi di contatto
Oltre i diagrammi di scambio di un pione, abbiamo anche i cosiddetti ”ter-
mini di contatto”, dati dalle Hamiltoniane derivate dai termini di interazione
LNNNNpi dati in Eq. 2.126. I diagrammi di questi termini sono del tipo d)



























Confrontando questi termini con la Eq. (3.67) si vede che questi termini
costituiscono degli operatori vettoriali assiali di ordine Q(0)
JA = 2d1(σ1τ1− + σ2τ2−) + 2d2(σ1 × σ2)(~τ1 × ~τ2)−. (3.83)
3.4. LA CORRENTE 53
Figure 3.3: Altri diagrammi time ordered che rappresentano ulteriori con-
tributi di scambio di un pione all’ampiezza di transizione NN → NNe+νe.
3.4.4 Altri diagrammi
Oltre ai contributi appena discussi, ci sono altri diagrammi che contribuis-
cono al calcolo della matrice T , alcuni di essi sono mostrati in Figure 3.3. E`
facile vedere che pero` i diagrammi (a) e (c) non contribuiscono all’operatore
K; infatti il loro contributo e` di ordine Q−2 ma nel calcolo di K(−2) il loro con-
tributo e` esattamente cancellato dai termini −V (0)G0K(−3) − K(−3)G0V (0).
Infatti i contributi descritti nei diagrammi (a) e (c) sono inclusi nel calcolo
dell’elemento di matrice 〈Ψf |K|Ψi〉 in quanto gia` “inglobati” nelle funzioni
d’onda che sono calcolate dall’equazione di Schroedinger. Includere il loro
contributo in K rappresenterebbe un “doppio conteggio” portando a risultati
errati. Infine il diagramma (b) e` di ordine Q−1 ma il suo contributo e` nullo
dopo aver sommato su tutti i time ordering possibili [28].
3.4.5 Summary
Qui di seguito riportiamo l’espressioni a cui siamo arrivati. L’espressione
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L’espressione della corrente a due corpi e` riportata nelle formule (3.81) e
(3.83). Da ora in avanti definiremo le LECs adimensionali






Considerato che la quantita` q = pe + pν nel nostro caso e` molto piccola, nel
seguiro assumeremo q = 0. Definito
ki = p
′
i − pi , Qi =
p′i + pi
2
, i = 1, 2 , (3.86)
abbiamo che k1 +k2 = 0. Se inoltre supponiamo di essere nel centro di massa
abbiamo che Q1 +Q2 = 0. L’espressione di j





































dˆ2(~τ1 × ~τ2)−(σ1 × σ2)
}
, (3.87)
dove k ≡ k1 = −k2, ω =
√
k2 +m2pi, e Q ≡ Q1 = −Q2. Tenendo conto che
della funzione di scattering pp considereremo solo la parte in onda S, quindi
Ψpp ∼ |L = 0, S = 0, T = 1〉, dove L, S e T sono i valori di momento angolare
orbitale, spin totale ed isospin totale di due nucleoni, si puo` verificare che





|L = 0, S = 0, T = 1〉 . (3.88)














dove ki and kj sono le componenti cartesiane del vettore k, si arriva ad

















































































































Questa espressione della corrente e` in accordo con l’espressioni derivate in
Ref. [4]. Come discuteremo in seguito, i coefficienti cˆ3 e cˆ4 sono conosciuti in
quanto i termini di interazione definiti nell’Eq. (3.78) entrano anche nell’urto
piN e NN . Le costanti dˆ1 e dˆ2 sono sconosciute, ma nella corrente entrano
nella combinazione data in Eq. (3.97). Come discuteremo in seguito, useremo
il dato sperimentale della vita media del trizio per determinare dR e poter
quindi fare una predizione senza parametri liberi per la sezione d’urto di
fusione pp.
3.5 L’elemento di matrice nello spazio delle
coordinate
Come vedremo piu` avanti, le funzioni d’onda del deutone e del sistema pp
sono piu` facilmente calcolabili nello spazio delle coordinate. Per tale motivo,
e` opportuno scrivere le correnti delle sottosezioni 3.4.1 e 3.4.2 nello spazio
delle coordinate. Per fare questo consideriamo gli elementi di matrice di HI
tra uno stato nucleare iniziale e finale
〈Ψde+νe|HI |Ψpp〉 . (3.98)
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Nelle Sezioni precedenti abbiamo determinato l’elemento di matrice 〈α′1α′2e+νe|HI |α1α2〉,
cioe` tra stati dove i nucleoni sono in autostato dell’impulso (ricordiamo che
|α1〉 ≡ |p1, s1, t1〉 ma in questa Sezione, per ragioni di semplicita`, i numeri
quantici di spin ed isospin saranno spesso omessi). Possiamo determinare









L’elemento di matrice 〈r′1r′2|HI |r1r2〉 si puo` ottenere inserendo insiemi com-




























Per quanto riguarda le funzioni d’onda nucleari iniziale e finale, in termini
delle coordinate del moto relativo delle due particelle r e quella del centro di
massa R
r = r1 − r2, R = r1 + r2
2
, (3.101)
si possono decomporre come:




dove le ψi,f sono le funzioni d’onda del moto intrinseco delle particelle e Pi,f
gli impulsi totali del sistema iniziale e finale. Nel nostro caso, Pi corrisponde




2 ≡ P0, mentre
per lo stato finale Pf corrisponde all’impulso finale del deutone Pf ≡ Pd.
Per il sistema pp, la funzione d’onda del moto relativo dipendera` inoltre





Nel prossimo capitolo vedremo come determinare le funzioni d’onda intrin-
seche iniziali e finali.
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Come vedremo, l’elemento di matrice nello spazio delle coordinate avra`
la forma generale






M (1) +M (2)
]
, (3.104)
dove M (1) e M (2) rappresenteranno i contributi della corrente ad un corpo
e quello a due corpi.
3.5.1 Contributo della corrente ad un corpo
Abbiamo visto nella Sezione precedente che i contributi della corrente ad un












Inserendo questa espressione nell’integrale in Eq. (3.99), eliminando dove
possibile le somme sugli stati dell’impulso con le delte, usando per le restanti
somme dell’impulso la relazione (3.2) (nel limite Ω→∞) ed infine integrando















Nel calcolo gli esponenziali e±iq·r/2 verranno approssimati ad 1 poiche` nel caso
peggiore in cui tutta l’energia disponibile per la reazione vada al positrone e
al neutrino si ha che q ·r ∼ 2.2 MeV ×1fm /~c ≈ 10−2. Quindi, confrontando








3.5.2 Contributo della corrente a due corpi
Abbiamo visto che i diagrammi che portano un contributo a due corpi sono






l · j(p′1,p′2,p1,p2) δp1+p2,p′1+p′2+q . (3.108)
In questa espressione compare una sola delta di conservazione e quindi nell’elemento
di matrice finale rimarra` un integrazione su di un impulso. Questa inte-
grazione si estenderebbe anche ad alti valori dell’impulso (ben maggiori della
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validita` della EFT), e quindi e` d’uso inserire una funzione di cutoff per lim-
itare l’integrazione ai valori coerenti con la nostra EFT. Nel nostro caso
abbiamo usato la funzione di cutoff
fΛ(k) = e
−k4/Λ4 . (3.109)
Valori ragionevoli del parametro di cutoff Λ sono dell’ordine di 500 − 600
MeV. L’elemento di matrice (3.98) si semplifica usando relazioni del tipo
e−ip1·r1p1 = i∇r1e−ip1·r1 , (3.110)
ecc· · · . Considerando quindi l’espressioni date in Eq. (3.91)–(3.96), si ottiene


























∗zΛ(r)(~τ1 × ~τ2)−σ1 × σ2ψpp(r) ,(3.112)







∗gΛ(r)(σ1τ1− + σ2τ2−)ψpp(r) ,(3.113)
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essendo rˆ il versore del vettore r.















e sono gli integrali dove appunto abbiamo inserito la funzione di cutoff data in












L’integrale sul modulo k e` stato ottenuto usando un metodo numerico stan-
dard, tabulando l’integrando su di una griglia a passo costante sufficiente-
mente piccolo. Per piccoli r o grandi r questo metodo puo` dare risultati
incorretti, quindi in questi casi abbiamo usato dei metodi alterativi. Per
















In questa maniera e` facile provare che le varie combinazioni tipo g′′Λ(r) −
g′Λ(r)/r o g
′
Λ(r)/r hanno un andamento regolare per r → 0. Invece per
r → ∞, si puo` trasformare l’integrale in un integrale su di un contorno nel
piano complesso della variabile k ed usare il teorema dei residui. In questa





e che zΛ(r) = 0. L’andamento delle funzioni gΛ(r) e zΛ(r) e` riportato in Fig.
3.4.
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Figure 3.4: Le funzioni gΛ(r) e zΛ(r) per Λ = 500 MeV.
Chapter 4
Sistema a due nucleoni
Il calcolo dell’elemento di matrice della fusione pp richiede anche la conoscenza
della funzione d’onda iniziale e finale. Scopo di questo capitolo e` descrivere
i metodi usati per determinare le funzioni d’onda di 2 nucleoni.
4.1 Introduzione
In generale la funzione d’onda totale si separa in una parte di onda piana, che
descrive il moto libero del centro di massa, e in una parte di moto relativo




La funzione d’onda che descrive il moto relativo e` data dalla soluzione dell’equazione
di Schroedinger
(T + V )|ψNN〉 = E|ψNN〉 (4.2)
dove T e’ l’operatore energia cinetica T = −∇2
2µ
e µ e` la massa ridotta dei
due nucleoni. Per quanto riguarda l’operatore di potenziale, in questo lavoro
faremo uso sia di potenziali locali che di potenziali non locali (si veda la




ψNN(r) + V (r)ψNN(r) = EψNN(r) (4.3)






dr′V (r, r′)ψNN(r′) = EψNN(r) (4.4)
Scopo di questa Sezione e` risolvere le Eq. (4.3) e (4.4) per il sistema deutone
e per stati di scattering protone - protone.
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La funzione d’onda di un sistema di due nucleoni con momento angolare
totale J ha diverse componenti di spin e momento angolare orbitale, come
specificato nella Tabella 4.1 per J = 0, . . . , 4. Notiamo che l’antisimmetria
della funzione d’onda richiede che (−)L+S+T = −1, dove T e` l’isospin della
coppia dei nucleoni. Poiche` T = 0 o 1, in pratica dati L ed S, T e` fis-
sato. Naturalmente per il sistema np si ha Tz = 0 e quindi T puo` assumere
ambedue i valori. In questo caso quindi tutti i valori di LS compatibili con
un dato J sono possibili. Invece, per un sistema pp, si ha Tz = +1 e quindi
solo lo stato di isospin T = 1 e` possibile. In questo caso la condizione di
asimmetria diventa (−)L+S+1 = −1 e percio` alcune combinazioni di LS sono
proibite. Infine, bisogna considerare che l’operazione di inversione spaziale
(parita`) e` una simmetria dell’interazione forte ed elettromagnetica e quindi
il potenziale non accoppia stati di parita` pi diversa. Possiamo quindi consid-
erare separatamente le combinazioni LS con parita` pi = (−)L diversa. Tutto
questo e` riassunto nella Tabella 4.1.
caso np (Tz = 0)
J S = 0 S = 1 2S+1LJ
2S+1LJ
parita` + parita` −
0 L = 0 L = 1 1S0
3P0
















Caso pp (Tz = 1)
J S = 0 S = 1 2S+1LJ
2S+1LJ
parita` + parita` −
0 L = 0 L = 1 1S0
3P0
1 − L = 1 − 3P1
2 L = 2 L = 1, 3 1D2
3P2,
3F2
3 − L = 3 − 3F3
4 L = 4 L = 3, 5 1G4
3F4,
3H4
Table 4.1: Stati di momento angolare orbitale L e di spin S per un sistema
di due nucleoni in un dato stato di momento angolare J (S e` lo spin della
coppia di due nucleoni). Nelle ultime due colonne le possibili combinazioni
di L, S e J sono date in notazione spettroscopica, dividendo in stati di parita`
pari e dispari. Nel caso di un sistema pp, il principio di Pauli impone che
(−)L+S = +1 e questo riduce i casi possibili.
Per i modelli di potenziale usati, a partire da uno stato 2S+1LJ le tran-
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sizioni possibili sono quelle compatibili con la conservazione della parita`, dello
spin S e del momento angolare totale J . Quindi ad esempio i canali 3S1 e
3D1
sono accoppiati, mentre i canali 1P1 e
3P1,
1D2 e
3D2, ecc., sono considerati
canali singoli.
4.2 Il potenziale V
Il potenziale tra due nucleoni ha la forma generale
V (1, 2) = V strong(1, 2) + V C(r) + V EM(r) , (4.5)










mentre V EM(r) rappresenta la rimanente interazione elettromagnetica. In
questo lavoro di Tesi useremo due tipi di V strong. Il primo potenziale V strong
e` di tipo fenomenologico, cioe` incorpora il potenziale di scambio di un pione
(OPEP), ma per il resto e` costruito modellizzando l’interazione con una parte
repulsiva a piccole distanze e attrattiva alle medie distanze. Il modello che
useremo e` il modello di Argonne v18 (AV18) [31], un potenziale in ogni caso
molto realistico (i dati di urto NN sono riprodotti alla perfezione). La parte
V EM che bisogna includere e` molto sofisticata, comprendendo correzioni al
potenziale di Coulomb dovute 1) alla distribuzione di carica non puntiforme
dei protoni, 2) allo scambio di due fotoni, 3) alla polarizzazione del vuoto, 4)
correzione relativistica (alla Darwin-Fody), e 5) all’interazione tra i momenti
magnetici.
L’altro tipo di potenziale V strong che useremo e` quello che deriva diretta-
mente dalla stessa EFT usata per studiare la corrente nel Cap. 3. In parti-
colare useremo il potenziale “N3LO” derivato fino all’ordine Q4 da Emtem
& Machleidt [30]. Anche questo modello va regolarizzato moltiplicandolo
per una funzione di cutoff dipendente da un parametro Λ. In questo lavoro
useremo i modelli N3LO500 e N3LO600, definiti scegliendo Λ = 500 MeV, e
600 MeV, rispettivamente. Anche nel caso di questi potenziali va aggiunto
la correzione V EM , in questo caso limitata solo ad agire in onda 1S0.
Da notare che per il caso sotto studio, la fusione pp a bassissime en-
ergie, gli effetti di V EM sono certamente importanti (in Ref. [38] sono stati
stimati essere dell’1%). Poiche´ in questo lavoro di Tesi ci siamo occupati
principalmente di fare un calcolo consistente usando l’EFT per derivare sia
il potenziale che la corrente, abbiamo al momento trascurato la parte V EM .
Quindi nel proseguio di questa Tesi si considerera` V = V strong + V C .
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4.3 La funzione d’onda del deutone
Il deutone e` lo stato legato del sistema np in uno stato di momento angolare
J = 1, ed e` quindi “composto” dalle componenti 3S1 e
3D1. La parte della











dove S = 1, J = 1, T = 0. Le parti radiali uL(r) della funzione d’onda sono
















n (γr) sono i polinomi generalizzati da Laguerre di ordine due. Si
noti che, espresso γ in unita` di fm−1, le fn(r) hanno dimensione di fm−3/2,
inoltre dalla relazione di ortogonalita` dei polinomi di Laguerre di ordine due
si ha che le fn(r) sono normalizzate a uno, cioe`∫ ∞
0
drfn(r)fn′(r) = δnn′ . (4.11)








〈ψL,n|ψL′,n′〉 = δn,n′δL,L′ . (4.13)
Dalla dimensione delle funzioni fn(r) segue inoltre che i coefficienti di es-
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Per fissati valori di γ e di NL, i coefficienti di espansione aL,n sono ottenuti at-
traverso l’applicazione del principio variazionale, cioe` sono scelti come quella
soluzione del sistema di equazioni agli autovalori∑
L′,n′
〈ψL,n|H|ψL′,n′〉aL′,n′ = EaL,n (4.15)
che ha come autovalore E il piu` basso tra gli autovalori possibili. Per il
principio variazionale questo autovalore risulta maggiore dell’energia ”vera”
−Bd del sistema deutone, si avvicina tanto piu` a questo valore quanto piu` la
base di espansione per le funzione uL(r) e` ottimale. Per calcolare gli elementi
di matrice 〈ψL,n|H|ψL′,n′〉 si considerano separatamente le parti cinetica e




































(L(L+ 1) + n′)J (2)n,n′






































e sono calcolati numericamente con NI punti di integrazione. Per la parte di
potenziale, indicato
〈ψL,n|V |ψL′,n′〉 ≡ V n,n′L,L′ , (4.21)
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dove ricordiamo che per il caso del deutone che stiamo considerando abbiamo



































Gli elementi di matrice angolari nelle Eq. (4.23) e (4.25) sono calco-
lati analiticamente, mentre gli integrali in Eq. (4.22) e (4.24) sono calcolati
usando un’integrazione numerica gaussiana con NI punti di integrazione. Ab-
biamo approntato un codice numerico in FORTRAN per calcolare l’energia
dello stato legato del deutone facendo uso dei potenziali AV 18, N3LO500
e N3LO600. I parametri forniti in input a tale programma sono il numero
di polinomi di Laguerre NL, il parametro γ e il numero NI di punti usati
per l’integrazione numerica gaussiana [34]. Nella tabella 4.3 si mostrano i
risultati ottenuti per l’energia del deutone al variare di questi parametri. I
valori dell’energia di legame risultano in accordo con il valore sperimentale
E = −2.224589± 0.000002MeV [33]. Risulta interessante notare che per un
numero sufficientemente grande di polinomi di Laguerre (NL = 50) la vari-
azione dell’energia variando il parametro γ interessa la quarta cifra decimale.
Vediamo inoltre che l’energia calcolata e` insensible a variazioni del numero
di punti di integrazione.
La Fig. 4.1 riporta le funzioni radiali ridotte uLS(r) per il deutone, cal-
colate con il potenziale AV18.
4.4 La funzione d’onda di scattering pp
Consideriamo un urto tra due protoni di energia E = k2/2µ, dove µ e` la
massa ridotta (= Mp/2). In generale la funzione d’onda del nostro sistema
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Figure 4.1: Funzioni radiali ridotte del deutone calcolate con il potenziale
AV18.
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NL γ(fm
−1) NI AV 18 N3LO
20 4 100 −2.22335 −2.22300
• 30 4 100 −2.22456 −2.22459
40 4 100 −2.22459 −2.22460
50 4 100 −2.22459 −2.22460
50 3.5 100 −2.22459 −2.22460
50 4.5 100 −2.22459 −2.22460
50 4 120 −2.22459 −2.22460
Table 4.2: Energia del deutone ottenuta con il potenziale AV18 e N3LO500
in funzione del numero di polinomi di Laguerre NL, del parametro γ e del
numero di punti di integrazione NI .
puo` essere sempre scritta come somma di una parte “interna” φ (quando
le particelle sono vicine) e di una parte “asintotica”. Quest’ultima parte e`
soluzione dell’equazione di Schroedinger libera nella regione in cui r  r0
(dove r0 e` il raggio tipico del potenziale nucleare). Notiamo che nel caso
pp si deve tenere conto dell’interazione Coulombiana anche in questa zona
asintotica. La componente ”interna” φ → 0 per r  r0 per definizione.














dove FL e` la funzione regolare di Coulomb [34] mentre G˜
β
L e` definita in
maniera che {
G˜βL(r →∞) = GL(η, kr)
G˜βL(r → 0) = 0







dove e qui e` l’unita` di carica elettrica. Il calcolo di FL e G˜
β
L e` discusso in
appendice B. Le funzioni di Coulomb hanno il seguente andamento asintotico
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− η log(2x) + σL
)
, (4.29)








con σL lo sfasamento di Coulomb (si veda l’appendice). Le funzioni F e G
sono le soluzioni dell’equazione di Schroedinger radiale in presenza solo del
potenziale di Coulomb [34]. La costante C e` stata determinata in modo che
valga:
〈ΩFLS|H − E|ΩGLS〉 − 〈ΩGLS|H − E|ΩFLS〉 = 1 (4.32)
che porta alla seguente definizione |C|2 = kMp. Questa identita` segue prin-
cipalmente dalle proprieta` del Wronskiano delle funzioni di Coulomb. La
funzione ΩFLS (Ω
G
LS) rappresenta la soluzione regolare (irregolare) asintotica
dell’equazione di Schroedinger nella zona dove il potenziale NN e` 0. Con-
sideriamo ora il caso specifico di due protoni che incidono in uno stato di
momento angolare totale J , momento angolare orbitale L e spin totale S
(nel seguito il numero quantico J sara` sottinteso). La funzione d’onda esatta,
come discusso finora, avra` la forma generale








dove φLS rappresenta la ”parte interna della funzione d’onda”, cioe` φLS → 0
per r →∞. I coefficienti RLS,L′S′ , che formano la matrice R, rappresentano
il peso relativo tra la componente regolare ed irregolare e sono le quantita`
da determinare. Da questi coefficienti si puo` ottenere facilmente la matrice
S (che e` il peso relativo tra onda incidente ΩGLS− iΩFLS e onda uscente ΩGLS +
iΩFLS) o la matrice T , come esposto piu` avanti. Come vedremo dalla matrice
T sara` quindi facile determinare la sezione d’urto e altre osservabili. Il calcolo
della matrice R e` piu` conveniente in quanto 1) tutte le quantita` sono reali ed
il programma numerico puo` quindi essere fatto usando variabili reali e 2) la
matrice S ottenuta e` automaticamente unitaria. Nel nostro calcolo numerico,
cercheremo di approssimare al meglio la ΨLS usando una funzione d’onda di
“prova”, che scriveremo come:








La parte interna φ¯LS e i coefficienti R¯LS,L′S′ sono le quantita` da determinare.
Poiche´ φ¯LS e` una funzione che per r → ∞ tende a zero, la possiamo espan-
dere usando le stesse funzioni impiegate per lo stato legato del deutone. La
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parte interna φ¯LS e i coefficienti R¯LS,L′S′ sono ottimizzati in modo tale che la
funzione d’onda di prova riproduca il piu possibile la funzione d’onda esatta,
questo tramite l’applicazione del principio variazionale di Kohn.
Principio di Kohn Consideriamo le seguenti quantita`:
ILS,LS = 〈ψLS|H − E|ψ¯LS〉 − 〈ψ¯LS|H − E|ψLS〉 (4.35)
Sostituendo per ψLS e ψ¯LS le espressioni (4.33) e (4.34), rispettivamente, ed
usando l’identita` (4.32) si ottiene:
ILS,LS = R¯LS,LS −RLS,LS. (4.36)
D’altra parte, per definizione, la funzione d’onda esatta verifica (H−E)|ψLS〉 =
0, cos`ı otteniamo la seguente relazione esatta:
RLS,LS = R¯LS,LS − 〈ψLS|H − E|ψ¯LS〉. (4.37)
Detta δψLS = ψ¯LS−ψLS la funzione d’onda ”errore”, si perviene alla seguente
forma di RLS,LS:
RLS,LS = R¯LS,LS − 〈ψ¯LS|H − E|ψ¯LS〉+ 〈δψLS|H − E|δψLS〉. (4.38)
Definito il funzionale [RLS,LS] :
[RLS,LS] = R¯LS,LS − 〈ψ¯LS|H − E|ψ¯LS〉, (4.39)
dalle Eq. (4.38) si vede che questo funzionale differisce dal valore esatto di
RLS,LS per un termine quadratico nella funzione d’onda “errore” ed e` quindi
stazionario per piccole variazioni di ψ¯LS attorno al valore esatto ψ¯LS = ψLS
(principio di Kohn [36]). Nel seguito sara` usata questa proprieta` di [RLS,LS]
per determinare ψ¯LS imponendo che δ[RLS,LS] = 0. Vediamo in pratica
come applicare questo principio. Con riferimento alla Tab.4.1 indichiamo
con NJ le possibili combinazioni di numeri quantici LS corrispondenti. Nel
seguito tutte le somme
∑
LS si intendono fatte sopra tali combinazioni (NJ
puo` assumere valori 1 o 2). Indichiamo ora con L0S0 il momento angolare
orbitale e spin della coppia di nucleoni nello stato incidente. La parte interna













4.4. LA FUNZIONE D’ONDA DI SCATTERING PP 71
e le funzioni f
(L0S0)
LS (r) verranno espanse nella base dei polinomi di Laguerre































Chiediamo che il funzionale [R]L0S0,L0S0 dato in Eq. 4.39 sia stazionario per
























H˜LSn,L′S′n′ = 〈ψLS,n|H − E|ψL′S′,n′〉 (4.46)
TXLSn,L′S′ = 〈ψLS,n|H − E|ΩXL′S′〉. (4.47)
Variando rispetto a R¯L0S0,LS si ottiene































dove TXYLS,L′S′ = 〈ΩXLS|H − E|ΩYL′S′〉. Mettendo insieme il tutto risulta possi-
bile scrivere il seguente sistema di equazioni con incognite a
(L0S0)
LS,n e R¯L0S0,LS:
Notiamo che la matrice nel membro a sinistra e` simmetrica. Per i casi per
i quali NJ = 1 la matrice ha dimensione (NL + 1) × (NL + 1). Nei casi
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NJ = 2, la dimensione e` (2NL + 2) × (2NL + 2). Anche per il problema di
scattering, valori di NL ≈ 30 sono sufficienti per avere un’ottima precisione
di calcolo delle funzioni fL0S0LS (r). L’equazione (??) rappresenta un sistema
lineare, che si puo` risolvere facilmente usando una subroutine della libre-
ria LAPACK. Per ottenere gli elementi della matrice presente in Eq. (??),





i casi X, Y = F,G, tutte le combinazioni di LS e per tutti i valori di n.
Notiamo che H˜LSn,L′S′n′ = HLSn,L′S′n′ − EδLL′δSS′δnn′ , dove gli HLSn,L′S′n′
sono gli stesi elementi di matrice calcolati per lo stato legato. Le funzioni
TX e TXY si ottengono facilmente tenendo conto che le funzioni di Coulomb
sono soluzioni dell’equazione di Schroedinger senza la presenza del potenziale
nucleare. Una volta ripetuto il calcolo per tutti i valori di L0S0 compatibili
con J e Tz, si determina la matrice completa R¯L0S0,LS e le funzioni di prova
(4.42). Queste funzioni sono dette approssimazioni al primo ordine (infatti
differiscono dalle funzioni ”esatte” ψL0S0 di una quantita` δψL0S0 ). Se usi-
amo le funzioni al primo ordine per calcolare le quantita` [R¯L0S0,L0S0 ] date
in Eq. (4.39) otteniamo una stima dei coefficienti esatti R¯L0S0,L0S0 che dif-
feriscono per termini ∼ (δψL0S0 )2, si veda l’Eq. (4.38). E’ possibile inoltre








(〈ψ¯L1S1 |H − E|ψL2S2〉+ 〈ψ¯L2S2|H − E|ψL1S1〉). (4.49)
Anche queste quantita` differiscono dai coefficienti esatti per un termine quadratico
nell’errore. Le quantita` [RL1S1,L2S2 ] sono dette approsimazioni del ”secondo
ordine” e di solito sono molto piu` precise di R¯L1S1,L2S2 . Si noti dall’espressione
(4.49) che [RL1S1,L2S2 ] = [RL2S2,L1S1 ] per costruzione (in generale invece la
matrice R del primo ordine non e` simmetrica a causa degli errori introdotti
nel calcolo numerico degli integrali, nel troncamento dell’espansione delle
funzioni fLS, ecc.).
La funzione d’onda puo` anche essere riscritta in maniera che la parte
asintotica abbia forme alternative
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Non e` difficile provare che
U = R−1 , S = (I + iR) (I − iR)−1 , T = (I − iR)−1R . (4.53)
La matrice SLS,L′S′ rappresenta la probabilita` che, dato lo stato iniziale con
un’onda entrante ΩGLS− iΩFLS ∼ exp(−ikr) con numeri quantici LS, il nostro
sistema in seguito all’interazione si ritrovi in un onda uscente ΩGL′S′+iΩ
F
L′S′ ∼
exp(+ikr) con numeri quantici L′S ′. Prendendo il limite r → ∞ delle fun-
zioni di Coulomb, si vede che in tale limite la funzione d’onda in Eq. (4.51) si
comporta come un’onda sferica entrante piu` una somma di onde sferiche us-
centi ciascuna con determinato peso SLS,L′S′ . L’elemento di matrice SLS,L′S′
rappresenta dunque una ampiezza di probabilita` di transizione dal canale di
partenza LS al canale L′S ′. La matrice S e` allora una matrice di dimensione
uno nel caso di canale singolo e due nel caso di canali accoppiati. In generale
una matrice n × n e` descritta da 2n2 parametri reali, tuttavia, le proprieta`
della matrice S riducono il numero di parametri necessari a descriverla: la
conservazione del flusso di probabilita`, valida nel caso di scattering elastico,
implica l’unitarieta` della matrice S, mentre l’invarianza per time reversal ne
impone la simmetria [37]. La matrice S dipendera` allora da un parametro
reale, lo sfasamento, nel caso di canale singolo, e da tre parametri reali nel
caso di canali accoppiati, cioe` due sfasamenti e un angolo di mixing. In
quest’ultimo caso, essendo unitaria e simmetrica, la matrice S puo` essere
diagonalizzata da una matrice ortogonale O
S = OTSDO , (4.54)
con SD matrice diagonale data da:
(SD)α′α = δα′αe
2iδα(k) , (4.55)
dove δjα (k) sono i cosiddetti sfasamenti nella rappresentazione di Blatt-Biederharn
dello stato α che, a causa dell’unitarieta` di S, sono numeri reali. Qui α indica
una delle NJ combinazioni LS per un dato J e Tz. La matrice ortogonale O
puo` essere scritta cos`ı:
O =
[
cos 12 sin 12
− sin 12 cos 12
]
, (4.56)
dove  e` chiamato il parametro di mixing.
A titolo di esempio, in Tabella 4.4 abbiamo riportato i risultati per lo
sfasamento δ1S0 a 5 MeV al variare dei parametri di input, nel caso di poten-
ziale AV18 e N3LO500. I nostri risultati sono in accordo con quelli di Ref.[31]
e [30].
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NL γ [fm
−1] NI β [MeV] δ1S0 [deg]
AV18 N3LO500
20 4 100 4 55.08676 55.02170
30 4 100 4 55.09532 55.02287
40 4 100 4 55.09586 55.02289
50 4 100 4 55.09590 55.02289
50 3.5 100 4 55.09588 55.02289
50 4.5 100 4 55.09591 55.02289
50 4 120 4 55.09590 55.02289
50 4 100 3.5 55.09591 55.02289
50 4 100 4.5 55.09591 55.02289
55.09 [31] 55.01 [30]
Table 4.3: Sfasamento 1S0 per ELab = 10MeV nel caso del potenziale AV18
e N3LO500 al variare dei parametri NL, γ, NI e β.
Vediamo ora di costruire la funzione d’onda p − p da usare nel calcolo
degli elementi di matrice discussi nel capitolo precedente. Consideriamo la









ψ(r) = Eψ(r) . (4.57)
Con un’analisi piuttosto complessa [29] si puo` dimostrare che la soluzione
dell’Eq. (4.57) che ci interessa e` la funzione ψc(k, r) che ha la seguente










La funzione fc(θ) e` la funzione di scattering per un urto tra due particelle





con θ l’angolo di scattering, o meglio cos θ = kˆ · rˆ. |fc(θ)|2 e` la sezione d’urto
di due particelle cariche puntiformi (e senza spin) ed infatti coincide con la
sezione d’urto di Rutherford. Della funzione ψc(k, r) serve anche l’espansione





iσLFL(η, kr) , (4.60)
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dove FL(η, kr) e` la funzione di Coulomb regolare.
Consideriamo ora l’urto tra due protoni, tenendo conto solo del potenziale


























dove qui ΩFLS e` dato dalla (4.26). In presenza del potenziale nucleare la
funzione d’onda esatta diventa
















dove ψTLS(r) ha l’andamento definito dalla (4.52), ma con le funzioni asin-
totiche ΩF,GLS definite in termini delle funzioni di Coulomb come in Eq. (4.26)






funzione d’onda (4.63) e` la funzione che si usera` per il calcolo degli elementi
di matrice.
Alle bassissime energie comunque possiamo approssimare la funzione d’onda
(4.63) tenendo conto solo del contributo dell’onda S. Consideriamo infatti il
seguente conto ”semiclassico” [39]: il momento angolare relativo tra i due
nucleoni puo` essere quantizzato in unita` di ~ cioe` mvR = l~. Se mvR  ~
allora l’approssimazione l = 0 e` accettabile. Quindi per v  ~/mR e la














Quindi per le nostre energie (∼ keV) utilizzeremo l’approssimazione di onda
S. Per la proprieta` di antisimmetria della funzione d’onda pp si ha che lo spin
e` un singoletto mentre l’isospin un tripletto (si veda la Tabella 4.1). Avremo
quindi:











Come gia` detto ψ100 ha il seguente andamento asintotico
ψ100 → ΩF00 + T00,00Ω+00, (4.66)
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00. Queste funzioni d’onda asintoticamente contengono
l’onda “imperturbata” ΩF00 piu` onde uscenti modulate dagli elementi della
matrice T .
Chapter 5
Calcolo del fattore astrofisico
della fusione pp
5.1 Calcolo analitico del contributo della cor-
rente ad un corpo
Consideriamo solo l’elemento di matrice del termine della corrente ad un
corpo dato in Eq. (3.107). La funzione d’onda del deutone in questo caso
si puo` approssimare al solo contributo di onda S, mentre la funzione d’onda
iniziale pp verra` presa quella data in Eq. (4.65) come discusso nel capitolo
precedente. In questo caso e` semplice valutare analiticamente le tracce sugli












dove l e` la componente spaziale del quadrivettore dato in Eq. (2.105) e X
e` il risultato dell’operatore Gamow-Teller applicato alle funzioni di spin e
isospin dei sistemi deutone e protone-protone. Nel nostro caso i due protoni
sono in uno stato con S = Sz = 0, quindi
X ≡XSd,i (5.2)
dipende dalla proiezione dello spin del deutone e dalle componenti i = x, y, z
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e si trova, per esempio,
X+1,+1 = (1,−i, 0) (5.4)
X+1,−1 = (−1,−i, 0) (5.5)
X+1,0 = (0, 0,−2/
√
2). (5.6)
In Eq. (5.1), fd(r) e` la funzione radiale dell’onda S del deutone, mentre
fpp(r) la funzione radiale dello stato di scattering di onda S dei due protoni.





e` stato calcoltato numericamente e dipende oltre che dall’energia del centro
di massa del protone anche dal potenziale utilizzato per il deutone e dagli
altri parametri utilizzati per l’integrazione.
Per il calcolo della sezione d’urto consideriamo la regola d’oro di Fermi:





dove v indica la velocita` del protone nel riferimento del centro di massa.
Poiche´ siamo interessati alla sezione d’urto totale mediamo sugli stati iniziali






















Λ˜X · l|2δ0,pD+qδ(Ei − Ef ) (5.9)
Possiamo subito eliminare la delta di conservazione dell’impulso con la som-






































epν µ) = 2(4pi)
2δij, (5.12)
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X iX∗jδij = 6. (5.13)








ν . Utilizziamo l’ultimo
di questi per eliminare la delta dell’energia:∫
dpνp
2
νδ(pν + Te −Q) = (Q− Te)2, (5.14)













Questo integrale e` gia` stato calcolato in Ref. [38] e vale f(Ec.m.) = 0.144 ±
119.04Ec.m.. Ricordiamo che stiamo trattando energie dell’ordine del keV
e quindi Ec.m. = p
2/mp dove p e` l’impulso del protone nel riferimento del


























e2piη − 1 , γ =
√
µBd . (5.19)











mN |Λ(Ec.m.)|2 , (5.20)
che coincide con l’espressione data in Ref. [38]. Il vantaggio di usare questa
espressione e` che tutte le quantita` sono finite per Ec.m. → 0.
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5.2 Calcolo generale degli elementi di matrice
Per il calcolo degli elementi di matrice piu` complessi abbiamo seguito un’altra
procedura. Consideriamo i generici elementi di matrice〈O〉 ≡ 〈ψdSd∣∣O|ψ(T )LS 〉 , (5.21)
dove ψ
(T )
LS e` la funzione d’onda con andamento asintotico (4.52) e che entra
nella funzione di scattering pp come definito in Eq. (4.63). Preliminarmente
teniamo conto che 〈
ψdSd
∣∣O∣∣ψ(T )LS 〉 = 〈ψ(T )LS ∣∣O†∣∣ψdSd〉∗. (5.22)
Questo elemento di matrice e` stato calcolato inserendo set completi di stati
di spin-isospin






































〉 ≡ ∣∣s1is2i〉, (5.24)
e con






〉 ≡ ∣∣t1jt2j〉. (5.25)
Per gli stati di spin ci sono quattro possibilita` totali:
∣∣++〉, ∣∣+−〉, ∣∣−+〉 e∣∣−−〉. Nel caso di stati di isospin abbiamo i casi: ∣∣pp〉, ∣∣pn〉, ∣∣np〉 e ∣∣nn〉.
La funzione d’onda ψ
(T )













s2i|S ′Sz)(L′M,S ′Sz|JJz), (5.26)
dove i valori di M e Sz sono fissati dai coefficienti di Clebsh-Gordan: Sz =

































s2i′ |1Sz)(LM, 1Sz|1Sd), (5.28)
e, di nuovo, i valori di M e Sz sono fissati dai coefficienti di Clebsh-Gordan:




che contengono le matrici σ e/o ~τ possono essere facilmente valutati essendo
proprio gli elementi di matrice della matrice di Pauli considerata. Gli eventu-
ali gradienti che entrano nella corrente sono invece valutati dalla definizione
di derivata come limite del rapporto incrementale, per esempio, data una
generica funzione φ(r1, r2),
∇r1,xφ(r1, r2) =







e h ∼ 0.01 fm. Infine, sostituendo tutto nella Eq. (5.23) e ese-
guite le sommatorie sugli stati di spin e isospin delle due particelle, si esegue
l’integrale tridimensionale in dr con integrazione gaussiana. In particolare,
gli integrali angolari in drˆ sono calcolati con il metodo di integrazione di
Gauss-Legendre [34], mentre l’integrale in dr con il metodo di integrazione di
Gauss-Laguerre [34]. Prendendo il complesso coniugato, come da Eq. (5.22),
si trovano gli elementi di matrice cercati.
5.3 Risultati
In questa sezione riporteremo i risultati del calcolo del fattore astrofisico della
fusione pp effettuato con la correnti ricavate in questa Tesi. Abbiamo usato
il valori [4]
GV = 1.14939 10
−5GeV−2, gA = 1.2654 . (5.30)
Nella corrente appaiono anche le LEC cˆ3, cˆ4 e dR. I parametri cˆ3 e cˆ4 entrano
anche nel calcolo delle transizioni NN e nello scattering piN . Ci sono in
letteratura varie stime di questi parametri. In particolare con il potenziale
AV18 sono stati usati i seguenti valori [4]
cˆ3 = −3.66 , cˆ4 = 2.11 , (5.31)
mentre con i potenziali derivati dall’EFT N3LO500 e N3LO600 abbiamo
usato i valori [30]
cˆ3 = −3.00 , cˆ4 = 5.07 , (5.32)
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corrispondenti ai valori che sono stati impiegati nella costruzione di questi
potenziali.
Il parametro dR si puo` stimare usando il dato sperimentale della vita me-
dia del trizio. Infatti, nel decadimento beta di questo nucleo entrano gli stessi
tipi di operatori come nel caso della fusione pp e che quindi sono sensibili al
valore di dR. Per il potenziale AV18 dR, e` stato stimato in Ref. [4], mentre
per i potenziali N3LO500 e N3LO600 in Ref.[30]. I valori usati in questo la-
voro sono riportati nella Tabella 5.3. Con il potenziale N3LO500 (N3LO600),
chiaramente, abbiamo usato la corrente regolarizzata con lo stesso valore del
parametro di cutoff Λ.
Potenziale cˆ3 cˆ4 dˆR
AV18 −3.66 2.11 1.00
N3LO500 −3.00 5.07 2.62
N3LO600 −3.00 5.07 2.38
Table 5.1: Valore dei parametri usati in questa Tesi. Le varie quantita` sono
adimensionali.
Avendo definito i parametri usati nel calcolo, abbiamo prima studiato la
stabilita` numerica dei risultati al variare dei parametri usati nel programma.
Questi sono relativi ai parametri che entrano nel calcolo della funzione d’onda
come descritto nel Cap.4: il numero NL di polinomi di Laguerre, il parametro
γ che entra in Eq. (4.9), il numero di punti NI usato nel calcolo degli inte-
grali nel calcolo delle funzioni d’onda, ed infine nel parametro β che entra
nella regolarizzazione della funzione G (si veda l’appendice B). Inoltre, il cal-









l’integrale su φ (cos θ) e` stato esequito usando Nφ (Nθ) punti di Gauss. Infine
l’integrale su r e` stato esequito usando N ′I punti di Gauss-Laguerre.
I risultati per Ec.m. = 2.5 keV e per due casi di potenziale sono stati
riportati nella Tabella 5.3. Come si puo` vedere bisogna crescere NL almeno
fino a 50 per avere una buona stabilita` dei risultati. A questo punto il fattore
astrofisico e` praticamente insensibile al variare degli altri parametri.
Nella tabella 5.3 e` invece calcolato S(Ec.m. = 2.5keV) al variare dei ter-
mini di corrente considerati, riferendosi alle Eq. (3.107) e (3.112)–(3.117).
Il fattore astrofisico riportato nella riga “1b” e` stato ottenuto considerando
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NL γ NI β N
′
I Nφ Nθ S(×10−25)
[fm−1] [MeV] AV18 N3LO500
20 4 100 4 40 10 10 3.70280 3.69047
30 4 100 4 40 10 10 4.06699 4.08761
40 4 100 4 40 10 10 4.13386 4.14898
50 4 100 4 40 10 10 4.13584 4.15112
50 3.5 100 4 40 10 10 4.13564 4.15109
50 4.5 100 4 40 10 10 4.13555 4.15080
50 4 120 4 40 10 10 4.13584 4.15112
50 4 100 3.5 40 10 10 4.13551 4.15079
50 4 100 4.5 40 10 10 4.13555 4.15083
50 4 100 4 50 20 20 4.14428 4.15909
Table 5.2: Stabilita` del fattore astrofisico a Ec.m. = 2.5KeV nel caso del
potenziale AV18 e N3LO500 al variare dei parametri NL, γ, NI , β, N
′
I , Nφ e
Nθ usati nel programma numerico. I valori di S sono espressi in MeV · b (b
≡ barns).
solo la corrente ad un corpo. In questo caso abbiamo verificato che il calcolo
eseguito usando il metodo analitico descritto nella Sezione 5.1 e` in perfetto
accordo con il metodo numerico descritto nella Sezione 5.2. Nella riga “dR”
abbiamo riportato il fattore astrofisico ottenuto aggiungendo il termine di
corrente dato in Eq. (3.112), ecc. Come si vede il contributo LO ad un
corpo e` assolutamente dominante. I termini dovuti alla corrente a due corpi
(N3LO) sono molto piccoli e tendono anche a cancellarsi l’uno con l’altro,
sommando alla fine per una correzione dell’ordine dell’1% rispetto al calcolo
eseguito con solo la corrente ad un corpo.
I valori ottenuti con i vari potenziali sono abbastanza in accordo tra di
loro. Notiamo che c’e` una leggera dipendenza da Λ in quanto i risultati
ottenuti con l’N3LO500 e l’N3LO600 differiscono dell’1% circa. Questa dif-
ferenza e` un sintomo che l’espansione chirale (cioe` in potenze di Q) non e`
ancora ottimale e che il fattore astrofisico potrebbe avere dei contributi ul-
teriori dall’ordine perturbativo successivo (N4LO).
Infine, nella Tabella 5.3 abbiamo riportato il fattore astrofisico ottenuto
considerando tutti i vari termini di corrente per Ec.m. = 2−20 keV. Come ri-
portato in Appendice B, il programma per il calcolo delle funzioni di Coulomb
diventa instabile per Ec.m. < 2 keV. I valori ottenuti sono stati riportati an-
che nella Figura 5.1, dove si puo´ apprezzare l’andamento lineare di S(Ec.m.),
il che permette di estrapolare graficamente il fattore astrofisico a Ec.m. = 0.
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fattore astrofisico (×10−25MeV · b)
AV18 N3LO500 N3LO600
1b 4.0800 4.0988 4.0860
dR 4.0056 3.9479 3.8996
c3, a 3.9659 3.9175 3.8667
c4, a 4.0172 4.0259 3.9841
c3, b 4.0849 4.0690 4.0264
c4, b 4.1288 4.1460 4.1021
OPE 4.1358 4.1511 4.1070
Table 5.3: Fattore astrofisico all’energia di 2.5 keV espresso come somma
cumulativa dei vari contributi. I valori di S sono espressi in MeV · b
In questa maniera si ottiene S(0) ≈ 4.0 10−25 MeV · b. Tale risultato e`
molto vicino a quello calcolato nell’articolo di Park et al. [4]: Spp(0) =
3.94 × (1 ± 0.0015 ± 0.0010 ± ) · 1025 MeV·b. Qui il primo errore e` dovuto
all’incertezza nei parametri di input nella parte a un corpo, mentre il sec-
ondo errore rappresenta l’incertezza nella parte a due corpi;  denota possibili














Table 5.4: Fattore astrofisico in funzione dell’energia nel caso dei potenziali
N3LO500 e N3LO600. I valori di S sono espressi in MeV · b
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Figure 5.1: Fattore astrofisico in funzione dell’energia calcolato con i poten-
ziali N3LO500 e N3LO600.
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Chapter 6
Conclusioni e prospettive
In questo lavoro di Tesi abbiamo studiato la fusione pp a temperature tipiche
di una stella della sequenza principale. Scopo del lavoro era di eseguire un
calcolo usando un modello consistente sia di potenziale e sia di corrente nu-
cleare. Il calcolo e` stato quindi eseguito usando l’approccio della EFT basato
sulla simmetria chirale e sul metodo della CHPT. Il potenziale considerato e`
stato il potenziale “N3LO” derivato da Emtem & Machleidt all’ordine Q4 (da
notare che nella nostra notazione tale potenziale e` un potenziale di ordine
N4LO dato che il LO e` di ordine Q0). La corrente e` stata costruita usando lo
stesso approccio fino all’N3LO. L’espressione di tale corrente e` in accordo con
quelle trovate in Ref. [4], dove pero` era stata usata insieme con il potenziale
fenomenologico AV18.
Uno degli obiettivi finali di questi studi e` quello di derivare per la prima
volta anche la corrente all’ordine N4LO dove cominciano ad apparire impor-
tanti effetti dovuti a loops pionici. Tale programma e` stato recentemente
sviluppato per la corrente elettromagnetica [28] (cioe` per la parte di opera-
tori che entrano nelle transizioni elettromagnetiche), dove e` stata messa in
luce l’estrema importanza di includere questi processi.
Prima di poter affrontare il problema di studiare gli operatori di ordine
N4LO ci sono comunque ancora da apportare alcuni miglioramenti al calcolo
presentato in questo lavoro:
1. L’inclusione della correzione V EM al potenziale di Coulomb nel calcolo
delle funzioni d’onda di stato legato e del continuo. Tale inclusione e`
resa problematica dal fatto che anche V EM e` a lungo raggio. Quindi
le funzioni di Coulomb F e G che entrano nella funzione d’onda vanno
sostituite da funzioni piu` complicate, anch’esse da calcolare analitica-
mente.
2. l’inclusione degli effetti del valore finito di q = pe + pν nella corrente
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JA (ricordiamo che il nostro calcolo e` stato eseguito per q = 0).
3. l’inclusione del contributo degli altri termini dell’operatoreK, cioe` degli
operatori di carica scalare ρV e pseudoscalare ρA e della corrente vet-
toriale JV . Questo ed il precedente punto comportano in parallelo di
includere almeno le onde P in Ψpp.
4. L’inclusione dei termini di corrente N2LO trascurati in Sezione 3.4.1.
Questi effetti (in particolare il primo ed il terzo) sono conosciuti portare cor-
rezioni dell’ordine dell’1%, con notevoli cancellazioni tra i vari contributi [40].
E` quindi importante includere queste correzioni prima di andare ad investi-
gare gli effetti degli operatori di ordine N4LO.
Appendix A
Funzioni di vertice
Nel seguito sono indicate le funzioni di vertice con nucleoni, pioni e correnti.
Viene utilizzata la seguente notazione















































α′α,ka,k′b = −NNpipiM20α′α,ka,k′b. (A.6)
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pipiWM20k′a′,ka = −pipiWM02k′a′,ka (A.14)
































A.0.1 Riduzione non relativistica
Nello sviluppo non relativistico degli spinori nucleonici si sono trascurati i
termini O(pN/mN) in tutti i termini a parte i vertici NNpi e NNpiW . Nel
seguito con σ (~τ) si intenderanno gli elementi di matrice tra gli stati di spin





s〉 ≡ (σ)s′s, (A.16)
dove |1
2
s〉 e` lo stato di spin del nucleone.
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(l0 + gAσ · l)τ− (A.17)



















Considerando anche i termini di ordine O(pN/mN) si ottiene il contributo
al next low order. Definiamo











































































CTσ1 · σ2 +O(Q2) (A.27)
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Appendix B
Calcolo delle funzioni di
Coulomb
Consideriamo lo scattering elastico di due protoni in onda l. La loro distanza
relativa e` r e il valore della massa ridotta del sistema protone - protone e`














ul(r) = Eul(r) (B.1)
dove il potenziale e` dato dalla somma del potenziale repulsivo coulombiano
e del potenziale centrifugo. L’energia E e` definita positiva per definizione di
scattering elastico. Le soluzioni della B.1 al variare di l sono le funzioni di
Coulomb La Eq. B.1 puo` essere riscritta come segue
d2
dr2
ul(r) = F (ul(r)) (B.2)
dove










La B.2 e` stata risolta numericamente utilizzando il metodo di Numerov [34].
Questo metodo enuncia che data un’equazione al secondo ordine del tipo
y′′ = F (x, y) (B.4)
in cui non compare esplicitamente la y′, essa e` risolvibile tramite la seguente
yk+1 = 2yk − yk−1 + (h2/12)(Fk+1 + 10Fk−1) +O(h6) . (B.5)
Discretizziamo i valori che puo` assumere r e definiamo h = rk+1 − rk (nel
nostro caso h = 0.01 fm). Per semplificare la notazione chiamiamo ul(rk) =
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uk per un dato valore di l. Tenendo conto che l’equazione che vogliamo
risolvere ha la forma data in (B.2), la (B.5) diventa






La soluzione si ottiene partendo da r = 0 ed assumendo uk=0 = 0 in maniera
da ottenere la soluzione regolare. Per poter utilizzare la formula (B.5) si deve
anche conoscere uk=1. Poiche´ l’equazione che vogliamo risolvere e` omogenea
non e` importante quale valore di uk=1 si assume; questo ha conseguenza solo
sulla normalizzazione finale della soluzione.
Per ottenere la corretta funzione (regolare) Coulomb abbiamo bisogno di
normalizzare la nostra soluzione. Dalla Ref. [34] sappiamo che la funzioni di
Coulomb regolare FL e non regolare GL per grandi r diventano
FL(r) = g cos θL + f sin θL , (B.7)
GL(r) = f cos θL − g sin θL , (B.8)
dove
θL = ρ− η ln 2ρ− Lpi
2
+ σL ,





















f0 = 1 g0 = 0 ,





L(L+ 1)− k(k + 1) + η2
(2k + 2)ρ
, (B.9)
con ρ = rp, p e` il modulo dell’impulso del protone nel centro di massa p =√
2µE e η = (2µe2)/p, mentre ψ(1) e` definito come l’opposto del parametro
γ: ψ(1) = −γ = 0.5772156649015328606.
Questa forma asintotica vale per valori di ρ 1. Poiche´ p nel nostro caso
e` piccolo (p ≈ 0.01 fm−1), questo comporta il calcolo di uk fino a valori di r =
R ≈ 3000−5000 fm. Per r = R possiamo usare la formula (B.7) e determinare
FL(R). Poiche´ la nostra soluzione sara` del tipo uk = αFL(r), dalla conoscenza
di FL(R) possiamo in questa maniera determinare la costante α.
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Nell’applicazione del Principio di Kohn abbiamo bisogno anche della
funzione irregolare di Coulomb, propriamente “regolarizzata” per piccoli r.
Questa funzione si puo` ottenere nel seguente modo: si aggiunge all’Eq. (B.1)














ul(r) = Eul(r) , (B.10)




, a = 5 fm , b = 1 fm , (B.11)
mentre il parametro β (la profondita` della buca) e` stato tenuto come parametro
libero. Risolvendo con Numerov l’Eq. (B.10) partendo sempre con la con-
dizione al contorno uk=0 = 0, si ottiene una soluzione regolare che ha come
andamento asintotico
u(r) = α1Fl(r) + α2Gl(r) , r →∞ . (B.12)
Usando le formule (B.7) e (B.8), ed il fatto che abbiamo gia` calcolato la








che e` una funzione regolare all’origine e che asintoticamente va come la Gl(r).
Questa e` la funzione che e` stata usata con il principio di Kohn per ottenere
le funzioni di scattering pp. Questa procedura si e` pero´ dimostrata instabile
per energie E < 2 keV.
96 APPENDIX B. CALCOLO DELLE FUNZIONI DI COULOMB
Bibliography
[1] H.A. Bethe and C.L. Critchfield, Phys. Rev. 54, 248 (1938).
[2] E.G. Adelberger et al., Rev. Mod. Phys. 83, 195 (2011).
[3] T.-S. Park et al., Nucl. Phys. A684, 101 (2001).
[4] T.-S. Park et al., Phys. Rev. C 67, 055206 (2003).
[5] E. Epelbaum and Ulf-G. Meissner, Ann. Rev. Nucl. Part. Sci. 62 (2012)
159
[6] H. Euler, Ann. Phys. (Leipzig) 26 (1936) 398; H. Euler and W. Heisen-
berg, Z. Phys. 98 (1936) 714.
[7] R. Karplus and M. Neuman, Phys. Rev. 83 (1951) 776.
[8] A. W. Thomas , W. Weise, The Structure of the Nucleon, Wiley (2001).
[9] E. Adelberger et al., Rev. Mod. Phys. 70, 1265 (1998).
[10] S. Scherer, in Advances in Nuclear Physics, Vol. 27, edited by J. W.
Negele and E. W. Vogt (Kluwer Academic/Plenum Publishers , New
York, 1986).
[11] N. Fettes et al., Ann. of Phys. 283, 273 (2000).
[12] Nadia Fettes Ulf-G. MeiBner, Sven Steininger Pion-nucleon scattering in
chiral perturbation theory (I): Isospin-symmetric case Nuclear Physics
A 640 (1998)
[13] Si veda, per esempio, L. Girlanda, S. Pastore, R. Schiavilla, M. Viviani,
Phys. Rev. C 81, 034005 (2010).
[14] U. Von Kolck, Phys. Rev. C 49, 29320 (1994).
97
98 BIBLIOGRAPHY
[15] F. Gross, Relativistic quantum mechanics and field theory, Wiley Sci-
ence, 1999.
[16] V. G. J. Stoks, R. Timmermans, and J. J. de Swart, 1993, Phys. Rev.
C 47, 512 (2003).
[17] J. D. Walecka, Theoretical Nuclear and Subnucler Physics, Oxford
Univer-sity Press, 1995.
[18] W. Greiner e B. Mller, Gauge Theory of Weak Interactions, Springer,
2000.
[19] M. L. Goldberger e S. B. Treiman Phys. Rev. 110, 1178 (1958).
[20] A. Hosaka e H. Toki, Quarks, Baryons, and Chiral Symmetry, World
Scien-tific, 2001.
[21] S. Pislak et al., Phys. Rev. D 67, 072004 (2003).
[22] NA48 Coll., J. R. Batley et al., Eur. Phys. J. C54, 411 (2008).
[23] G. Colangelo, J. Gasser, and A. Rusetsky, Eur. Phys. J. C59, 777 (2009).
[24] H. Georgi, Weak Interactions and Modern Particle Theory, Dover
(2009).
[25] J. Gasser, H. Leutwyler, Ann. of Phys. 158, 142 (1984).
[26] F. Mandl, G. Shaw, Quantum Field Theory, John Wiley and Sons
(1984).
[27] S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields (Cambridge University
Press, 1995), vol. I.
[28] S. Pastore, L. Girlanda, R. Schiavilla, M. Viviani, R. B. Wiringa, Phys.
Rev. C 80, 034004 (2009).
[29] J. J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics (Addison-Wesley, 1985),
Cap. 7.
[30] R. Machleidt, D.R. Entem arXiv:1105.2919v1 [nucl-th] (2011).
[31] R.B. Wiringa, V.G.J. Stoks, and R. Schiavilla, Phys. Rev. C 51, 38
(1995)
[32] F. Scheid, Analisi Numerica
BIBLIOGRAPHY 99
[33] T. E. O. Ericson, Nucl. Phys. A 416, 281c (1984).
[34] M. Abramowitz and I. Stegun, Handbook of Mathematical Functions
(Dover Publications, Inc., New York, 1970).
[35] A. Berdoz et al., J. Phys. G 12, L133-L137 (1986)
[36] Si veda, per esempio, M. Viviani, A. Kievsky and S. Rosati, Few-Body
Systems 30, 39 (2001).
[37] M. L. Goldberger and K. M. Watson, Collision Theory (Wiley, New
York, 1964).
[38] R. Schiavilla, V. G. J. Stoks, W. Glockle, H. Kamada, and A. Nogga, J.
Carlson, R. Machleidt, V. R. Pandharipande, R. B. Wiringa, A. Kievsky,
S. Rosati, M. Viviani, Phys. Rev. C 58
[39] K. S. Krane, Introductory Nuclear Physics (1987).
[40] L. E. Marcucci, R. Schiavilla, and M. Viviani, Phys. Rev. Lett. 110,
192503 (2013)
